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1 Uvod

V Kklasickej fyzike su stavy fyzikalneho systému, aspon v principe, tplne rozligitelné.
Nie je teda dovod aby Tubovolny pocet pozorovatelov nemohol, asponr v principe, pozo-
rovat rovnaké hodnoty parametrov popisujucich stav systému. Dalo by sa argumentovat
nasledovne: Ak by aj meranie systému viedlo k zmene jeho stavu, pozorovatel by mohol
pripravit pre dalSieho pozorovatela systém s parametrami, ktoré prave nameral.

Na druhej strane, v kvantovej fyzike sii povolené neortogonalne stavy, t. j. ak fyzikalny
systém je v stave |a), pozorovatel moze stale meranim! prist k zéveru ze systém bol v
neortogonalnom stave |b) # |a). Néasledne, aj keby pri merani nenastévala zmena stavu
systému, neskorsi pozorovatel moze prist k zaveru o jeho stave, ktory je odlisny od zaveru
predchédzajuceho pozorovatela. Bez zmeny stavu pri merani vsak aspon odhad kazdého
z pozorovatelov moze byt v priemere rovnako presny. AvSak v kvantovej mechanike kazdé
meranie, ktoré vedie k ziskaniu informécie o stave systému, ktory mohol byt v jednej z
neortogonalnych konfiguracii, je vo vSeobecnosti spreviadzané narusenim stavu meraného
systému (pozri napr. [3, 8]).

Ocividne, ak dané meranie extrahuje maximalne mozné mnozstvo informécie o stave
systému, potom ten isty pozorovatel uz nemdze jeho d'alsim meranim ziskat o systéme
viac informacie. Toto takmer tautologické tvrdenie mé zaujimavy dosledok: vzdy, ked
je mnozina moznych stavov systému neortogonélna, a teda ziskateIna informécia je vo
vSeobecnosti netuplnd, maximalne informativne kvantové meranie, bez ohl'adu na to, ako
opatrne je prevedené, z pohladu daného pozorovatela maze akukolvek (d'algiu) informéaciu
o poévodnom stave systému.

Ak v8ak uvazujeme o druhom pozorovatelovi, vykonavajicom na systéme svoje nezi-
vislé meranie s cielom ziskat informaciu o jeho pévodnom stave, musime vysSie uvedeny
zaver zrevidovat. Vysledky zo $ttdia problému tzv. information-disturbance trade-off-
u — vid [9], [3] (pripad jedného ¢istého stavu qubitu), [2] (jeden ¢isty qudit), [4, 12]
(kone¢ny ensemble ¢istych qubitov, druha z referencii obsahuje aj conjecture pre qudity),
[14] (koherentné stavy el. mag. pola), [13] (pristup s mierou informécie zaloZenou na
entropii namiesto beZne pouZivanej priemernej fidelity), (pozri tiez [5], [11]) — hovoria, Ze
stav po merani, dokonca aj maximéalne informativnom, moze mat v priemere relevantny
prekryv so stavom pred meranim.

V predkladanej dizertacnej praci skimame do akej miery mozu navzajom nezavisli pozo-
rovatelia, jeden po druhom merajuci kvantovy systém, ziskat informaciu o jeho nezndmom
stave (kvantifikovanu fidelitou). VySetrujeme dosiahnutelnu fidelitu v pripade, ked na
uloZenie informécie o ¢istom stave d-hladinového systému (quditu) je k dispozicii jeden
alebo viac quditov.

1. Myslime meranie na jednej kopii systému, ak nemame apriérnu vedomost o tom, Ze mnoZina moznych konfi-
gurécii systému je ortogonalna. Vyrok plati aj pre kone¢ny pocet kopii.



2 Ciele dizertacnej prace

1. Najst explicitné vyrazy pre dosiahnutelna fidelitu jednotlivych pozorovatelov, ako
aj ich optimalne merania v pripade, ked kazdy z nich vykonéva maximalne infor-
mativne meranie, t. j. usiluje sa v prvom rade o ¢o najvyssiu priemerni kvalitu
svojho vlastného odhadu.

2. Vysetrit “klasicka limitu,” t.j. situaciu, kedy je velky pocet pozorovatelov schopny
ziskat (takmer) uplna informéaciu o tomto jedno-quditovom stave.

3. Okrem pripadu, ked vSetci pozorovatelia vykonavaji maximalne informativne
merania sa zaoberat aj situaciou, kedy kone¢ny pocet pozorovatelov robi estimaciu
stavu s rovnakou fidelitou a situéaciou, kedy je estimécia kazdého pozorovatela
vykondvanéd rovnakym meranim navrhnutym tak, aby bola kvalita odhadu stavu
posledného pozorovatela ¢o najvyssia.

3 Viacnasobné merania kvantovych systémov

3.1 Matematicky popis merania

V kvantovej mechanike pouzivame tri irovne popisu (nedemoli¢ného) merania: i) POVM
ii) (kvantovy) instrument iii) uplny popis (model merania). Prva z nich nam spolu s
operaciou stopy umoziuje podla Bornovho pravidla pocitat pravdepodobnosti namerania
vysledkov merani podmienené stavom systému pred meranim, pricom kazdému vysledku
je priradeny pozitivny operator. Uplny popis zahffia pomocny systém (meraci pristroj),
ktorého pociato¢ny stav unitarne interaguje s meranym systémom a nasledne je na nom
vykonané POVM. Toto POVM definované na pomocnom systéme ndm v kombinécii s ope-
raciou Giastoénej stopy (cez pomocny systém) na vyslednom systéme meraného systému
a meracieho pristroja dava pravdepodobnosti nameranych vysledkov ako aj stav mera-
ného systému po merani. Ak nés zaujima iba pravdepodobnost nameranych vysledkov
a transformac¢né pravidlo, ktorym sa meni stav meraného systému pri merani pre kazdy
konkrétny vysledok, potrebujeme prave popis merania na trovni inStrumentu, ktory je v
tomto zmysle triedou ekvivalencie modelov merania.

3.2 Definicia problému

V predkladanej dizertacnej praci sa zaoberame problémom dosiahnutelnej konzistent-
nosti odhadov stavu kvantového systému, ktoré robia navzajom nezavisli pozorovatelia
na zaklade vysledkov svojich merani, vykonanych postupne no tom istom kvantovom
systéme. Zaoberame sa situaciou, ktorej kvantovy obvod je znazorneny na Obrazku 1.
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Obrazok 1. Kvantovy obvod znézoriujuci pripravu a sekvenciu merani. Schéma zachytéva jednu
spolo¢nu udalost pozostavajicu z postupnych udalosti po¢iato¢nej pripravy a merani jednotli-
vych pozorovatelov. Cas postupuje zlava doprava. Stav na vystupe kazdého meracieho pristroja
je normalizovany na podmienent pravdepodobnost spolo¢nej udalosti ziskania vysledkov merani
{01, 09, ...}, ktoré sa udiali do momentu daného merania, podmienena pripravou stavu p(1))
a konkrétnymi vybermi pristrojov {J(l), J®), } a pociatoénych stavov {|¢1), |¢2), ...} ich
pomocnych systémov A.

Uvazujme systém pozostavajici z konecného poctu elementarnych d-hladinovych kvan-
tovych systémov (quditov), kolektivne nesucich informéaciu o nezndmom ¢istom jedno—
quditovom stave. Na zaklade klasickej informacie o ¢istom stave ¢ = ) (| € S(Hq) je
tento zakdédovany do priestoru stavov N quditov pomocou kédovania

p: S(Ha) = S(Hp), ¥ p(V). (1)

Pozorovatelia postupne vykonévaji merania matematicky popisané kvantovymi inst-
rumentmi {JU, J® .}, Ak stav na vstupe meracieho pristroja je p, pravdepodobnost

namerania vysledku o je Tr[Jéi)(pA)} a stav na vystupe meracieho pristroja je? Jéz)(ﬁ)/
Tr[Jéi)( ﬁ)} Proces kddovania a vyberu meracich aparatov moze byt v principe probabi-
listicky.

Pod nezavislostou pozorovatelov myslime ich obmedzent vedomost o akcidch ostatnych
pozorovatelov, pripadne o inych zdrojoch (napr. referenénych systémoch), ktorymi mozu
disponovat. Konkrétne pozadujeme, Ze v pripade udiania sa kvantovej operacie $, dovolena
vedomost ostatnych pozorovatelov o tejto operacii je limitovana unitarnou volnostou

g € SU(d), teda z pohladu ostatnych pozorovatelov nastali operacie U,$(U}pU, U/,
U,:= ¢g®", pre vietky g € SU(d) s rovnakou pravdepodobnostou.

Ulohou (k-teho) pozorovatela je na zéklade nameraného vysledku dospiet k odhadu
1, skutocného zakédovaného stavu . Konzistentnost odhadu pozorovatela meriame
pomocou priemernej fidelity jeho odhadu voci skutoé¢nému stavu:

o= [ i, )10, 2)
udalosti

kde f(v, ) ="Tr[p] je fidelita (prekryv) stavov v argumente a udalostami si v tomto
pripade konkrétne stavy vy, 1.

2. pre vysledky nastavajuce s nenulovou pravdepodobnostou



Matematicky je nasou tlohou vy¢islit maximum
Fi(d,N) = max Fy(d,N), (3)

ako aj najst stratégie, ktoré vedu k jeho dosiahnutiu, kde maximalizacia je cez pociatocné
kodovanie a merania vSetkych pozorovatelov, kompatibilné s nasimi predpokladmi a s
konkrétnym cielom, ktory sleduje kazdy z pozorovatelov. Ciel bude Specifikovany v reci
podmienok pre dosahovanu konzistentnost, Fy, pre kazdé k=1, ..., K.

3.3 ZjednoduSenia

Pred rieSenim samotnych problémov je vyhodné odvodit niekol'ko v§eobecnych vysledkov,
ktoré vyznamne ulahéia dalsi postup. Analyzujeme spolo¢nu pravdepodobnost z Rov. (2)
z pohladu niektorého (napr. vzdy aktualne posledného) z pozorovatelov. Analyza pre-
bieha zapisanim spolo¢nej pravdepodobnosti ako integralu cez vsetky udalosti medzi
volbou kédovaného stavu 1) a urobenim odhadu g, t.j. cez vSetky mozné kodovania,
vol'by meracich pristrojov, namerané vysledky a odhady pozorovatelov 1 az k — 1, ktoré v
doésledku obmedzenej vedomosti pozorovatelov a v dosledku znalosti o ich snahe dosiahnut
Specificky ciel mohli nastat. Na zaklade unitarnej volnosti v povolenej znalosti kvan-
tovych operacii popisujicich ¢innost a zdroje preparatora a predoslych pozorovatelov
ukazujeme, 7Ze staci uvazovat deterministické U-kovariantné kodovania gy, teda kodo-
vania do U-invariantnej mnoziny stavov

{QOO/}O) = U9090<wref> U;rov 9o € SU<d)7 UQO = g(?N}7 (4)

s rovnomernym pravdepodobnostnym rozdelenim dp(go) = du(go) danym Haarovou
mierou v SU(d). Podobne bez straty vSeobecnosti staci obmedzit sa na U-kovariantné
inStrumenty, v ktorych navySe mozeme forméalne nahradit Tubovolny vysledok merania
prislusnym odhadom stavu. Pracujeme potom s U-kovariantnymi in§trumentami

7:B— Zdw(-)z/ Ty(-)dy,
veB YEB

kde Z je hustota instrumentu Z a U-kovariancia ma standardny vyznam
Vp €S(Hp). Vg€ SU(d)  Lyyy-1(p) =ULy(U}pU,)U,

pripadne, pre aktualne posledného pozorovatela, pre ktorého néas nezaujima stav po
merani, s U-kovariantnymi POVM

M: B May= M ydo,

YeB veB



kde M je operatorova hustota POVM M a U-kovariancia ma Standardny vyznam
VgeSU(d) Mgypg-1=UMyU].

Bez preintegrovania cez odhady 1, ..., ¥ _1 predchadzajucich pozorovatelov dostavame
vyraz

p(r|v0) / /Tr dwk dwk ) ---01521(00(%))}7 (5)

(k: 1) krat

pripadne po preintegrovani cez tieto odhady vyraz
dp(¥iltie) = Te| M), xe-10-0 xa(eo(vo)) | (6)

kde y; st U-invariantné kanaly indukované U-kovariantnymi meraniami Z®.

Rovnice (5) a (6) nam hovoria ako postupovat dalej. Vo vSeobecnosti hladame vsetky
pary kovariantnych kodovani gy a kovariantnych POVM MO splhajacich pozadovani
vlastnost priemernej fidelity F} (napr. Ze je maximalna mozné, pripadne za dodato¢nych
obmedzujucich podmienok) pre invariantni mnozinu stavov z Rovnice (4), s rovhomernym
pravdepodobnostnym rozdelenim dp(go) = du(go). Majiac aspon jeden taky par { oo,
MDY mozme vycislit Fy a dostat hodnotu fidelity s pozadovanou vlastnostou (napr.
maximélnu hodnotu fidelity).

V dalsom kroku je potrebné uvazovat pre vietky POVM M 7z predchadzajuceho kroku
vietky M W-kompatibilné kovariantné kvantové instrumenty Z(!) a vypoéitat mnozinu
invariantnych kanélov ktoré su indukované tymito inStrumentmi. Potom je potrebné
hladat kovariantné POVM M® splajice pozadovant vlastnost priemernej fidelity
pre priemerné stavy z niektorej z invariantnych mnozin

{x1(00(%0)) = UgoX1(00(tre) ) UL, 90 € SU(d), Ugy = g5},

s rovnomernym pravdepodobnostnym rozdelenim dp(go) = du(go), danych poésobenim
vSetkych kanéalov y; z predoslého kroku, a tak dalej.

Uloha je podstatne zjednodusena moznostou obmedzit sa na kovariantné pristroje (inva-
riantné kanaly). Ak by sa ukézalo, Ze optimélne kovariantné pristroje su jedinecéné v
kazdom kroku, tloha sa zjednodusi este viac. AvSak pouzitie tohoto v§eobecného pristupu
stale vyzaduje v kazdom kroku spocitanie kanala indukovaného meraniami, aby bolo
mozné ziskat priemerné stavy pre optimalizaciu kazdého nasledujiceho merania.

Alternativne mozme pracovat s (optimalizovat pre) ensemble stavov

{p'=T8).(p)/Te[ZE) ()], 1= (¥, |¥1) € Hal,



t.j. bez potreby pocitat kanaly indukované meraniami. Bolo by Ziaduce aby stavy {p’}
tvorili invariantnt, rovnomerne rozdelent, mnozinu, ¢o vo vSeobecnosti (slabé merania,
vid Sekciu 5) nie je ten pripad. Tato vlastnost je splnena v pripade, Ze vetci pozorovatelia
vykonavaji maximalne informativne merania (vid Sekciu 4), kedy sa ukazuje, Ze mnozina
stavov {p’} je (alebo modze byt vybrata tak, aby bola) identicka s, a rovnako rozdelena
ako, povodna mnozina stavov { go() } (a tak dalej pre vsetkych pozorovatelov). V takom
pripade je v Rov. (3) potrebné optimalizovat cez kodovania a merania a pocitat optimalnu
fidelitu iba raz, t.j. pre prvého pozorovatela, nakolko odvodime vyraz pre maximélne
fidelity F;, i > 1, v reci (veli¢iny odvodenej z) maximélnej fidelity ;.

4 Maximalne informativne merania

Ako prvou sa zaoberame situéciou, ked kazdy z pozorovatelov voli stratégiu maximalizacie
fidelity svojho odhadu (tento scenar nazyvame aj scenarom s “chamtivymi” pozorova-
telmi). V tomto pripade ukazujeme, Ze na meranie kazdého pozorovatela sa mézeme, pre
kazdy vysledok merania (a asociovany odhad), pozerat ako na kanal “meraj a priprav”.
Z tohoto pohladu kazdy z pozorovatelov efektivne zakddovéava svoj odhad pre dalsieho
pozorovatela, nezavisle na vstupnom stave, ktory, po jeho zmerani, k odhadu viedol. Je
to dosledok faktu, Zze po maximalne informativnom merani vystupny stav po merani z
definicie nemoze obsahovat informéciu o vstupnom stave, ktora by uz nebola obsiahnuté
v realizovanom vysledku merania — inak by opakované meranie mohlo viest k jej ziskaniu,
¢o by bolo v spore s predpokladanou maximalnou informativnostou pévodného merania.

Vyssie uvedené nam umoznilo vyriesit problém v re¢i maximalnej fidelity estimécie prvého
pozorovatela, Fi, bez potreby vypoctu priemernych kanalov indukovanych meraniami
jednotlivych pozorovatelov a bez potreby optimalizicie merania pre priemerny stav na
vstupe kazdého pozorovatela. Dostavame maximalnu priemerna fidelitu odhadu k-teho
pozorovatela ako funkciu k a poctu quditov, N, kédujucich jedno-quditovy stav, ktory
mé byt estimovany:

Fr=[1+(d—1)A*]/d,

kde A= (Fid—1)/(d - 1).

Pre vSeobecné d sme sa obmedzili na pripad konec¢ného ensemblu, teda na symetrické,
alebo paralelné, kodovanie ¢istého quditu do priestoru stavov N quditov. V tomto pripade
ma operatorova hustota optimalneho kovariantného POVM na relevantnom, symetrickom,
podpriestore tvar

)= (VT ) el (7)



kde [9)®N = (g|theer))®V, g € SU(d), a |tref) € Hq je Tubovolny referenény ¢isty stav.
Maximalna priemerna fidelita je potom dand pomocou A = N/(N + d), ktoré sa pre
asymptoticky velké N blizi k 1 ako 1 —d/N.

Nakol'ko pre pripad d =2 je znama optimalna (maximélne informativna) stratégia kodo-
vania/odhadu bez obmedzenia sa na paralelné kodovanie [1], dostavame v pripade qubitov
najvyssiu moznu fidelitu odhadu k-teho pozorovatela. Je dand pomocou (pre jednodu-
chost pre parne N) A = xn/241, kde 2241 je najvicsia nula Legendrovho polynému
Py jas1(x). Asymptoticky, pre velké N, A =~ 1 — 2&5/N?, kde & = 2.4 je prva nula
Besselovej funkcie Jy(z).

Tieto vysledky ndm umoznili kvantitativne odpovedat na otézku, ktoré bola od pociatku
naSou hlavnou motivaciou: ako rychlo sa objavuje “klasickd” recyklovatelnost systému
vzhladom na jeho opakované merania, ak zvac¢Sujeme velkost systému (pocet jeho
konstituentov), zatial¢o pocet jeho parametrov je dany po¢tom parametrov jedného kon-
Stituenta? Odpoved, ktoru dostavame je také, Ze pre informéciu o ¢istom qudite neseni
N jeho kopiami, ak k > 1 pozorovatelov ma byt schopnych pozorovat ten isty zako-
dovany stav quditu, pozaduje sa pocet kopii N ~ k% « > 1. Pre cisty stav qubitu
optimalne zakodovany v priestore stavov N qubitov, sta¢i aby o > 1/2, teda potrebny
pocet qubitov je priblizne odmocnina z pozadovaného poc¢tu konzistentnych pozorovani.

Ci je zlepSenie v pripade optimélneho kédovania v porovnani s kddovanim do képif odmoc-
ninové aj pre systém quditov, pre d > 2, je otvorenou otazkou, ktora je vdaka naSim
vysledkom zredukovana na problém optimalneho kdédovania a estimacie pre jedného pozo-
rovatel a.

Pre systém N kopii qubitu fyzicky realizovany ako N paralelnych spinov 1/2 nachadzame
opera¢ni interpretaciu fidelity odhadu k-teho pozorovatela ako pravdepodobnost tispechu
na zaklade merania spravne identifikovat, ¢i dodato¢ny systém so spinom 1/2 bol voéi
tymto NN spinom rovnako alebo opac¢ne orientovany.? Optimalnym meranim je v tomto
pripade meranie priemetu spinu na os dant odhadom (k — 1)-vého pozorovatela. Toto
nam umoziuje vidiet nas (spin-1/2) problém ako nekoherentnu verziu (¢asti) problému
degradacie kvantového smerového etalonu studovaného v literatare [6, 7, 15]. Na rozdiel
od posledne spomenutého, nas pristup nie je obmedzeny na paralelné kodovanie, ¢o nam
umoznuje porovnat v literature studovantu koherentnu stratégiu s paralelnym kédovanim
a nasu nekoherentni stratégiu s paralelnym ako aj optimalnym kédovanim smeru. Hoci
je v paralelnom pripade nekoherentna stratégia horsia ako koherentné, pocinajic Siestimi
spinmi 1/2 pre prvého pozorovatela a viac ako jednym pre ktoréhokolvek? dalsieho je
nekoherentna stratégia s optimalnym koédovanim lepsia ako koherentna s paralelnym —
vid Obrézok 2.

3. Interpretécia pre qubity, ktoré nie su realizované ako spiny, je analogické, avSak vektor “spinu” a jeho opa¢né
alebo rovnaka orientacia, nesuvisi so smerom v realnom trojrozmernom priestore.

4. S vynimkou druhého merania pre dva spiny, v pripade ktorého je efektivita koherentnej stratégie s paralelnym
koédovanim a nekoherentnej s optiméalnym kédovanim rovnaka.
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Obrazok 2. Aka je efektivita optiméalnej nekoherentnej stratégie pre N qubitov v jednotkach efektivity
najlepsej koherentnej stratégie pre N kopii qubitu? “Efektivita” A*) kvantifikuje, na skale (—1,1), o kol'ko
lepsia (alebo horsia) je dand stratégia v porovnani s nahodnym hadanim, pre ktoré A*) =0. Rozne farby

znazoriuji, zdola nahor, k=1,2,...,5. Graf je pospdjany pre lepsiu ¢itatelnost. Asymptoticky pomer je
A
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Pravdepodobnost tspechu v pripade nasej nekoherentnej stratégie s optiméalnym
kdédovanim poskytuje spodné ohranicenie pre pravdepodobnost tspechu optimalnej kohe-
rentnej stratégie. Najdenie najvyssej moznej pravdepodobnosti ispechu ako aj samotnej
optimalnej koherentnej stratégie, t.j. optimélneho merania a pripadne aj kdédovania, ak
je odlisné od optimélneho kédovania pre nekoherentnii stratégiu, je zaujimavym pro-

blémom pre dalsi vyskum.

5 Pripad slabych merani

Ako zovSeobecnenie problému s maximélne informativnymi meraniami vsetkych pozorova-
telov uvazujeme situaciu, kedy pozorovatelia vykonavaju tzv. slabé merania. Konkrétne
Studujeme pripad (tzv. rovnostarskych pozorovatelov), kedy K pozorovatelov dosiahne ¢o
najvyssiu, avsak rovnaku, priemerni fidelitu odhadu a pripad, kedy kazdy z K pozorova-
telov vykonéava rovnaké meranie, ktoré vedie k maximalizécii priemernej fidelity odhadu
posledného pozorovatela.

5.1 Rovnostarski pozorovatelia

Popisujeme protokol, v ktorom fidelita odhadu kazdého z pozorovatelov je ¢o najvyssia,
ale rovnaka, teda hladame maximum F; = F., (a merania, ktoré ho dosahuju) fidelity Fj
za podmienok Vk € {2, ..., K}, F, = F}. Pocet pozorovatelov, K, je vopred zafixovany a
kazdy pozorovatel vie svoje poradové Cislo, k, v sekvencii merani. Alternativne si méZzeme



predstavit, Ze pristroj sa po merani automaticky prestavi tak, aby bol optimalny pre
d'alsieho pozorovatela.

Ukazujeme, 7Ze v kazdom kroku opét staci obmedzit sa na (U-)kovariantné merania. Pre
jeden qudit najvseobecnejsie SU (d)-kovariantné POVM mé operatorovi hustotu [10]

MED () = (1 — ) 1+ exM (), (8)

kde &), je parameter charakterizujici do akej miery je meranie informativne a M (¢;,) =
d|vr)(¢x| je operatorova hustota maximalne informativneho kovariantného POVM M.
Ukazujeme, Ze optimalny inStrument kompatibilny s POVM (8), teda poskytujtci moz-
nost ¢o najlepsej estimacie nasledovnymi pozorovatelmi, ma operatorova hustota Krau-
sovho operatora dani Hermitovskou odmocninou operatorovej hustoty tohoto POVM,
t. j.

A = YT a@ Dl + [T 0 ), 9

Pre jeden qudit tak merania optimalne pre nasu tlohu st totozné s meraniami najmenej
nartsajicimi merany stav pre dani hodnotu fidelity estimécie (saturuju tzv. information-
disturbance trade-off [2, 3, 9]).

Optimélne merania jednotlivych pozorovatelov sa teda ligia iba parametrom informativ-
nosti merania ;. Najdenie explicitnej formy kanélov indukovanych takymito optimalnymi
meraniami nam umoziuje vypocitat fidelitu odhadu k-teho pozorovatela

1 a1 [\/1+5g(d—1)+\/(d—l)(d—1+eg(d—1)) ‘1
Fi= 3+ GdTT) 5H=1 drDd—1) 10

kde merania jednotlivych pozorovatelov majiu Iubovolné hodnoty parametrov informa-
tivnosti merani, €4, ..., €.

Podmienka Fj, = F}._; vedie k rekurentnému vztahu pre parametre informativnosti merani

ex(d+1)

d—14+2—d)er+2y/1+e(d—1)VI—¢;

Je o¢ividné, ze ak posledny pozorovatel bude vykonévat maximélne informativne meranie,
teda e = 1, skorSie a skorSie pozorovania budu slabsie a slab8ie, nakol'ko rovnako silné
merania vedu k fidelite odhadu klesajtcej s rasticim poc¢tom pozorovani. Pre K > 1
teda ocakédvame, ze prvé meranie musi byt velmi slabé, t. j. € < 1. Taylorovym rozvojom
rekurentného vztahu v Rov. (11) dostavame diferen¢ént rovnicu, ktora je priblizenim dife-
rencialnej rovnice, ktorej rieSenim je sila merania prvého pozorovatela:

(11)

Ek+1=

oL f2d+ )

P % (K>1). (12)

10



Z Rovnice (10) potom pre maximélnu, ale rovnaka, fidelitu odhadu kazdého z K > 1
pozorovatelov dostavame

feq(K,d)zéll+d;lw/(d_fl)K}. (13)

Relevantny ¢len fidelity (v predoslom znaceny ako A) teda pre velky pocet pozorovatelov
K Kklesa ako 1/V K.

Pre viac kopii je situacia komplikovanejsia. Obmedzujeme sa systém N qubitov kodo-
vany do symetrického podpriestoru. Aj v takom pripade ma vSeobecné U-kovariantné
POVM komplikovanejsiu Struktiru, na relevantnom, symetrickom podpriestore, para-
metrizovant dy " — 1 nezavislymi parametrami informativnosti merania, kde dy" =N +
1 je dimenzia symetrického podpriestoru N qubitov. Bez dokazu optimality analyzu-
jeme pripad konvexnej kombinécie maximélne informativneho POVM a POVM stratégie
hadania s jednym parametrom informativnosti merania a Krausovych operatorov danych
na symetrickom podpriestore Hermitovskou odmocninou. Nase vysledky st v tomto pri-
pade len dolnym ohrani¢enim IF, pre maximalnu, ale rovnaku, fidelitu estimacie Feq
Analogicky ako v pripade jednej képie quditu dostavame rekurentny vztah pre parameter
informativnosti merani

(N +1)(N +2)ex
(N+1)24 (N —1)(1 —2e4) +4/(1 —ep) (1 + Neg) — 2

Ch+1= (14)

Pre K> N plati €, <1, k <ky< K. Taylorovym rozvojom rekurentného vztahu (14) do
tretieho radu v € v okoli e =0 dostavame priblizny rekurentny vztah

N+l
5k+1—5k+ 2(N+2)8k7 (15)

ktory vedie k parametru informativnosti prvého merania

N+2

81(K, N) ~ m (16)
a fidelite odhadov
Foo(K, N) =] 1+ N . (17)
2 VIN+1)(N+2)K

Relevantny ¢len A fidelity v Rov. (17) teda pre velky pocet pozorovatelov K > N opéat
klesa ako 1/v/ K. Pre porovnanie tzv. nekoherentné realizacia ej-informativnych POVM,
kedy dany pozorovatel s pravdepodobnostou (1 — ;) hada a s pravdepodobnostou ey,
meria maximalne informativne, vedie k parametru informativnosti prvého merania

L N+2
" N12K

11



a fidelite odhadov

1 N
Feq(K,N):§|:].+m:|, (18)

teda v tomto pripade relevantny ¢len A fidelity (18) kles& pre K > N linearne v 1/K.

V rezime N > K robime Taylorov rozvoj rekurentného vztahu (14) v okoli 1/N =0 do
prvého radu. Riesenim takto ziskaného priblizného rekurentného vztahu

5k+1:5k+25z/N (19)
dostavame
N
KN = mw e (20)
a
1 N+2

Feq(K,N)2§ 1+m .

Pribliznymi metédami ziskané parametre informativnosti prvého merania v rezimoch K >
N a N> K spolu s rieSenim presného rekurentného vztahu (14) pre N =103 kopii qubitu
znazoriuje Obrazok 3.

€1(K)
1@ 9008806 g.q
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Q
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50
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0.001 - A Q
\ O O
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Obrazok 3. Sila merania prvého pozorovatela, 1, ako funkcia poctu pozorovatelov, K. (Taktiez: sila
merania k-teho pozorovatela, (K +1—k), ako funkcia K, k=1,..., cela Cast[( K +1)/2].) Pre simultanne
zobrazenie rezimu K > N ako aj N> K a N~ K bol zvoleny po¢et N =103 . Obe osi st v logaritmickej
mierke. Zobrazené hodnoty — vybrané body numerického vypoctu (invertovanych) rekurentnych vztahov:
presnych, Rov. (14), (krazky), pribliznych podla Rov. (19) (Stvoréeky), pribliznych podla Rov. (15)
(trojuholniky); riesenia dané Rov. (16) (Giarkované), Rov. (20) (bodkované).
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5.2 Identické merania preferujice posledného pozorovatela

V druhom zovSeobecneni povodného problému viacnasobnych merani na pripad slabych
merani popisujeme protokol, v ktorom po K identickyjch meraniach priemerné fide-
lita odhadu posledného pozorovatela je maximalna moZna. Vyéislujeme optimalnu silu
merania a pozorovatelmi dosiahnutt priemernua fidelitu pre pripad jednej kopie quditu
a pre N kopii qubitu.

Pre jeden qudit st medzi optimalnymi meraniami kovariantné instrumenty dané
kovariantnym POVM a Krausovmi operdtormi danymi Hermitovskou odmocninou. Kova-
riantné POVM st z jednoparametrickej mnoziny danej Rov. (8). Podla Rov. (10) fidelita
(Fx=(1+4+(d—1)Ak)/d) posledného pozorovatela je determinovana vyrazom

K-1

e [\/1+5<d_1)+\/(d—l)(d—1+e(d—1)) ‘1

Ar=q d+1)(d—1)

(21)

Pre K > 1 oc¢akavame ¢ < 1. Taylorov rozvoj Ak z Rov. (21) v okoli € =0 a zachovajic
¢leny do tretej mocniny v € dostdvame priblizné Ay, maximum ktorého je

4

3d\/3(d+1)(K —1)  (E>1). (22)

~Y
K ,max —

Rovnako ako v pripade rovnostarskych pozorovatelov relevantny ¢len A pre velky pocet
pozorovatelov klesa ako 1/vV K .

Pre N kopii qubitu sa rovnako ako v pripade rovnostarskych pozorovatel ov obmedzujeme
na slabé merania vo forme konvexnej kombinacie maximalne informativneho POVM a
POVM stratégie hadania s jednym parametrom informativnosti merania a Krausovych
operatorov danych na symetrickom podpriestore Hermitovskou odmocninou. Fidelita
(Fr = (14 Ak)/2) posledného pozorovatela je v tomto pripade determinovana pomocou

Ax = N2j2<zé(j)1)K_l’ (23)

kde

N
— 2, AV g0
A(e)=2ab+ (N +1)a + 7 2b

aa=+v1—¢e,b=(/1+2jce —V1—¢).

Pre K> N ocakidvame € < 1. Taylorov rozvoj Ak okolo € =0 vezmiuc dva najnizsie rady
e dava A g s maximom

2V2N

Aoit ma = 33K )N+ )(N12) (24)

13



Opét A degraduje ako 1/VK.

V rezime N > K plati ¢ — 1. V tomto pripade robime Taylorov rozvoj Rov. (23) v
premennej (1 —¢) v okoli 0 a zachovame ¢leny do prvej mocniny (1 — ¢). Maximalizéacia
dava e ktoré, po Taylorovom rozvoji v premennej 1/N v okoli 0 déava ¢ veduce k

2K

AI(Jnale_ N
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9 Summary

The aim of the present Thesis is to provide an insight into the problem of emergence of
classical features within a quantum description of physical systems. Specifically, we focus
on a property of classical systems that they are observable, in principle, by as many careful
independent observers as one wishes, in a consistent manner; that is all who observe the
physical system are able to obtain essentially the same value of an observable.

Motivated by a previously studied problem of repeated use of quantum clocks, i.e.
repeated estimation of a state of a (dynamically evolving) phase reference, we in par-
ticular consider a natural generalization thereof, namely repeated estimation of a quantum
directional reference, or a “quantum gyroscope” — a single spin-1/2 pure state carried
collectively by, or encoded into, a collection of N spin-1/2 systems. Dropping the requi-
rement that physically the two-level systems be realized by spins we arrive at a problem
directly generalizable to that of repeated estimation of a pure single-qudit state encoded
in the state space of N qudits.

After having introduced the basic mathematical tools relevant for the rest of the Thesis,

we collect the common knowledge on optimal extraction of information from families
of signal states that are invariant under operations from the representation space of a
symmetry group. Then the main research program of the Thesis is presented.

We begin our analysis by explicitly showing that due to the limitations on resources
allowed to be in possession of the observers we may restrict our attention to encodings and
measurement apparata which are covariant with respect to the g — ¢®V representation
of SU(d). Subsequently we consider two scenarios.

In the first one, which we refer to as “greedy” scenario, each of the observers, wishing
to access the single-qudit information, proceed so that the fidelity of his estimate is
maximized. We show that in such a case each observer’s measurement can be viewed, for
each outcome, as a measure and prepare channel. From this point of view, each observer
effectively encodes his estimate for the next one, irrespective of his input state. The
above enables us to solve the problem in terms of the first observer’s estimation fidelity,
without the need to calculate the average channels induced by the measurements and
without a measurement optimization for each observer’s average input state. Applying
this result, we manage to express a kth observer’s maximal average fidelity as a function
of k and of the number of qudits, N, encoding the single-qudit to estimate, namely
Fe=[14(d—1)A*]/d, where A= (Fid—1)/(d—1).

For general d we restrict ourselves to the finite ensemble case, i.e., symmetric, or parallel,
encoding of a pure qudit into the state space of N qudits. The maximal average fidelity in
this case is determined by A = N /(N + d) which, asymptotically, for large N, approaches
1 as 1—d/N. Since for d=2 an optimal strategy without the parallel-encoding restriction
is known, we are in position to evaluate the best achievable fidelity of a kth observer’s
estimate in the qubit case. It is determined by A = xy/241, where /241 is the largest
zero of the Legendre polynomial Py 11(x). Asymptotically, for large N, A~ 1—2£5/N?,
where &y =2.4 is the first zero of the Bessel function Jy(z).
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These results enable us to make quantitative conclusions about the question that has moti-
vated us from the beginning: how fast does the classical-like recyclability with respect to
observations arise when the size, i.e., the number of constituents, of the system is increased
while the number of parameters of the system is given by the number of parameters of a
single constituent? The answer we give is that, for a pure-qudit information carried by
N parallel qudits, should k£ > 1 observers all observe the same encoded qudit state it is
required that N ~ k% a > 1. For a pure qubit encoded in N qubit instances optimally,
a>1/2, 1i.e., only a size square root of the number of observations, is required for a system
of qubits to be recyclable as if classical. Whether the enhancement that occurs for an
optimal encoding, as compared to the parallel encoding is a square-root, or some other,
one in the case of qudits is an open question. Due to our results, this question has been
reduced to the problem of optimal single-observer covariant encoding/estimation.

For qubit systems realized by spin-1/2s we find a clear operational interpretation of the
estimation fidelity of a kth observer as the success probability of correctly identifying, via
performing a spin-projection measurement onto the axis given by the (k — 1)th observer’s
estimate, that an additional qubit, aligned or anti-aligned with respect to the encoded
qubit state, has been aligned or anti-aligned, respectively.® This enables us to see our
(spins-1/2) problem as an incoherent-strategy version of the (part of the) problem of
degradation of a quantum directional reference, previously studied in literature. Unlike the
latter, our approach is not limited to the parallel encoding, which enabled us to compare
the previously studied, coherent, strategy with parallel encoding to an incoherent one
with both parallel and optimal direction encoding. Though inferior for the parallel case,
the incoherent strategy for the optimal encoding is superior to the coherent parallel one,
starting from six spin-1/2s for the first observation and for more than one spin for any®
successive observation. The success probability of our incoherent strategy with the optimal
encoding provides a lower bound on that of a coherent one. Finding the highest possible
success probability and the optimal coherent strategy itself, i.e., optimal measurements,
is an interesting problem for future research.

In the second scenario we consider a generalization of the first one, to include situations
where the observers optimize their measurements to pursue goals different from, in the first
place, mere maximization of the quality of their own guesses. In particular, we study the
case where K observers estimate the encoded qudit state with equal, but maximal, fide-
lity (equalitarian strategy) and the case where the observers use the same measurement
apparatus such that the quality of the last observer’s estimate is maximized. In both cases
the measurements performed are weak, i.e., in general not extracting all of the extractable
information which enabled less disturbance to be undergone by the measured state. In the
former case we quantify how the measurements approach more and more the ones from
the “greedy” scenario with increasing tally number, k, until the last observer performs
a “greedy” measurement as well as the maximal achievable, equal, fidelity of the observers’

5. The interpretation for qubits which are not realized as spins is analogous only the “spin” vector, and thus the
(anti-)alignment, does not correspond to a direction in real three-dimensional space.

6. With the exception of the second observation and two spins, in which case the performance of the coherent
strategy with parallel encoding is identical to that of the incoherent strategy with the optimal encoding.
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guesses. In the latter case we show there exists, and we calculate, the optimal “strength”
of the measurement to be performed by all the observers as well as the observers’ fidelities
achieved.
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