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Kapitola 1

UVOD

Vznik tedrie informdcie sa datuje od roku 1948, kedy Shannon matematicky zadefinoval pojmy
informécie, informaéného zdroja a komunika¢ného kandla, ¢im polozil jej zdklady. S informéciou
mozeme v podstate robit’ dve zdkladné operdcie, a sice mozeme ju menit’ (transformovat’), alebo
ju prendsat’, ¢i uz ¢asom (uchovdvat’ v paméti), alebo priestorom (komunikdcia). Na zdklade to-
hoto mézeme tedriu informdicie rozdelit’ na oblast’, ktord sa zaobera potitanim (transformovanim
informécie) a oblast’ zaoberajicu sa prenosom. Prive prenosom informécie sa zaoberd aj tato diplo-
mova praca. Jej cielom je spocitat’ kapacity komunikaénych kandalov pri stratégii hustého kddovania.

V8etky manipulicie s informdciou sa uskuto¢iiuji na zariadeniach, ktoré pracuju na fyzikalnych
principoch. P6vod tohoto faktu je v tom, Ze samotnd informécia je zakédovand do fyzikdlnych syst
’emov. Je teda prirodzené, ze fyzika ma aj v tejto oblasti ¢o povedat’. Aj ked’ teéria informadcie v jej
klasickom podani je natol'ko abstraktnd, Ze s tymito principmi priamo nenariba. V nasledujicich
riadkoch sa pokiusime motivovat’ zavedenie pojmu informaécie a jeho fyzikdlny obsah.

O ¢om vlastne hovorime, ked’ hovorime o informacii? NaSu otdzku, kol’ko informacie obsahuje
nejaky jav, musime spresnit’. MdZeme sa sice spytat’, Ze kol'ko informécie obsahuje napriklad strom,
ale odpoved’, by sme hl'adali asi dlho. Musime sa pytat’ na kontext, o ktorom m4 informéacia hovorit’.
To znamend, Ze sa pytame na mnozstvo informéacie v nejakom jave o nejakom inom jave. Dany jav
je vzdy spojeny s nejakym systémom a s nejakym pozorovanim na tomto systéme. NaSa otdzka na
mnostvo informécie je potom otdzkou, kol'ko ndm jedno pozorovanie hovori o inom pozorovani.

Neviem, ¢i Shannon vychddzal z podobnej motivacie, ked’ k opisu informécie pouzil tedriu pravde-
podobnosti, ale mam pocit, Ze tieto ivahy k tomu priamo vedd. Stali, ak pojem javu stotoZnime s
pojmom javu, ako sa vyskytuje v teérii pravdepodobnosti, a tym ziskame pravdepodobnostné rozde-
lenie na mnozine vSetkych javov, ktoré mézeme stotoznit’ s pojmom pozorovanie. To znamena, ze sa
zaujimame o mnozstvo informécie, ktori obsahuje jedna pravdepodobnostnd distribicia (opisujiica
pozorovanie) o inej.

Vo fyzike sa skor ako pojem informécie zaviedol pojem neuréitosti (alebo neznalosti) fyzikalneho
systému. Miera tejto neurcitosti sa nazyva entropiou. Vyjadruje vlastne informéciu, ktord nam
o systéme chyba, a ktorej dosledkom je pravdepodobnostny opis takéhoto systému. Pod pravde-
podobnostnym opisom fyzikdlneho systému rozumieme, ze vieme urcit’ pravdepodobnostné rozdelenia
vysledkov vSetkych merani. Takouto znalost’ou o systéme vieme vSetko, ¢o podl'a predchidzajiceho
odstavca potrebujeme k definicii informécie. BliZsie sa tejto definicii venujeme v dodatkoch A a B.

Teériu informécie mézeme rozdelit’ na oblast’, ktord sa zaoberd poéitacmi a oblast’ zaoberajicu
sa komunikédciou. Prave komunikiciou, presnejSie prenosom informécie, sa zaoberd aj tdto diplomova
praca. Jej cielom je spocitat’ kapacity komunikaénych kandlov pri stratégii hustého kédovania.

Hlavny rozdiel medzi klasickou a kvantovou tedriou je v Struktire stavov klasickych a kvantovych
systémov. Tento rozdiel sa prendSa aj do tedrie informdcie, lebo vieme, ze vo fyzike stav urCuje
pravdepodobnostné distribucie vysledkov vSetkych merani, t.j. objekty s ktorymi teéria informaécie



pracuje. Mozeme povedat’, Ze informécia je ukrytd v stavoch fyzikdlneho systému a ziskavame ju
vhodnym meranim. Nie je to tak ddvno, ¢o vznikla tzv. kvantovd tedria informdcie, v ktorej je
informacia prave v stavoch kvantového systému.

Prinos kvantove] tedrie v tedrii informécie je v zlepSeni a zefektivneni niektorych manipulicii s
informaciou. Napriklad v oblasti komunikécie ide o bezpetnejsi prenos informacie. Kvantova tedria
pontika niekol’ko moznosti bezpetnejSieho prenosu informéicie ako klasicka tedria.

Predstavme si, Ze chceme poslat’ nejakd spravu (reprezentovani ret’azcom bitov) z miesta odosie-
Patela A na miesto prijemcu B a nechceme, aby niekto mohol tito spravu (okrem prijemcu) precitat’.
Najlepsie kédovanie je pomocou kl'ica, ktory je rovnako dlhy ako posieland sprava. Posielant spravu
s tymto kl'i¢om bitovo séitame a posielame takto zakédovani spravu. Prijimatel’, ktory samozrej-
me vlastni kI'i¢, s¢ita prijati spravu s tymto kl'icom a ziska tak povodnui spravu. Problémom
je bezpecné rozposlanie klI'i¢a z miesta A na miesto B. Kvantova tedria ponika moznost’ vyuzitia
existencie entanglovanych stavov k tzv. EPR distribicii klica.

Odosielatel a prijemca obdrzia dvojhladinové Castice (napr. fotény), ktoré si v tplne entan-
glovanom stave. Potom nech obidvaja robia na nich merania polarizicii do dvoch réznych smerov.
Vysledkom takychto merani je hodnota polarizécie, t.j. £1. Castice s v stave, Ze merania na A a
B s v pripade, ak obaja merajui v tom istom smere, Uiplne korelované. Potom si nejakym verejnym
komunika¢nym spojenim (napr. telefénom) vymenia informdciu o smeroch, do ktorych merania pos-
tupne volili. Poznamenajme, Ze si nevymenia vysledky svojich merani. Ak zvolili obaja rovnaky
smer, tak ich vysledky sd rovnaké. Ak nie, tak tieto vysledky zahadzuji. Zostdvajice vysledky
tvoria postupnost’ nil (vysledok —1) a jednotiek (1), t.j. tvoria preneseny kI'G¢.

Ako uvidime v préci, vyuzitie uplne entanglovanych stavov vedie k moZnosti, ako jednym EPR
parom preniest’ metédou hustého kédovania dva bity klasickej informdacie. V istom zmysle inverznym
procesom je tzv. kvantovd teleportdicia opisand v dodatku D. Pri tejto procedure sa da klasickym
prenosom dvoch bitov informécie preniest’ stav jedného qubitu z miesta odosiel'atel'a na miesto
prijimatela. Treba poznamenat’, ze vSetky tieto spominané procedury boli uz aj prakticky realizované
a k ich zavedeniu do praxe nemusi byt’ az tak d’aleko.

Pri vSetkych tychto procedirach sa vyuziva kvantové entanglovanie. Systémy v entanglovanom
stave su kvantovo korelované a obsahuju informdiciu, ktord nema klasicky analég. Prave tato in-
formécia sposobuje tspechy kvantového prenosu informicie pred klasickym prenosom. V stcasnosti
je snaha zaviest’ mieru, ktora by Ciselne vyjadrovala mnoZstvo entanglovania pre dany stav. Tejto
problematike sa venujeme aj v tejto praci, ktora prave konéi takym pokusom o zavedenie miery
entanglovania.

Studium tejto oblasti okrem iného je aj snahou lepsie pochopit’ kvantovd teériu. Priamo sa
dotyka interpreticie kvantovej tedrie, problému merania a d’al'Sich fundamentilnych otdzok.

Diplomova praca je rozdelend do Siestich kapitol a piatich dodatkov. Druhd az stvrta kapitola sd
tvodom do problematiky a 5. a 6.kapitola sa tykajui konkrétne kapacit komunika¢nych kandlov.



Kapitola 2

TEORIA PRENOSU INFORMA CIE

2.1 ZAKLADNE POJMY

V tejto kapitole sa budeme zaoberat’ prenosom informécie zo zdroja informécie k nejakému fiktivnemu
prijemcovi, ktory méze s touto informdaciou d’alej pracovat’. Informdicia bude dana sprdvou, ktori
tvori postupnost’ 'ubovol'nych znakov z nejakej fixnej mnoziny, v ktorych je informdicia obsiah-
nutd. Znak budeme nazyvat’ pismenom a mnozinu pismen abecedou. Sprava bude teda usporia-
danou mnozinou pismen z abecedy. Pri prenose spravy prichadza k jej skresleniu, lebo fyzikilne je
kazdé prendsané pismeno spravy stotoznené so stavom systému, ktory je pocas prenosu v interakcii
s prostredim. Vplyvy prostredia nazyvame spoloénym ndzvom Sum. Tento Sum prave charakte-
rizuje prenosové zariadenie, ktoré nazyvame komunikacnym kandlom. 7 dovodu existencie Sumu
je prirodzenou snahou prendsat’ iba podstatnu informéciu, t.j. informéciu potrebnu pre vlastné
rozhodovanie prijimatel’a. Napriklad namiesto spravy x=(xy,...,xy) ndm sta¢i poslat’ hodnotu ne-
jakej funkcie T'(x) na mnozine sprav, pretoze tito je podstatnd pre prijimatel’a, aj ked’ je nepochybne
v celej sprave informécie viac.

Cel4 situacia prenosu informaécie sa d4 opisat’ nasledovne : Zo zdroja informécie ziskame spravu
v abecede X zdroja. Ked'ze vSeobecne nemusi platit’ , ze abeceda zdroja je zhodnd so vstupnou
abecedou komunika¢ného kandla A, a teda musime prepisat’ spravu z jednej abecedy do druhej.
Tento prepis voldme kddovanie!. Podobnd situicia nastdva aj na konci komunikaéného kanéla, kde
musime prepisat’ vystupni spravu z vystupnej abecedy B do abecedy prijimatel’a Y, ¢o nazyvame
dekodovanim.

Teraz matematicky popiseme komunikacny kanal.
Definicia: Komunika¢ny kanil K definujeme, pre M=1,2,. .., ako postupnost’ trojic (AM, pM(.].), BM),
kde A je vstupnd abeceda a B je vystupnd abeceda komunikaéného kanila. { pM(.|a) : a € AM} je
rodina pravdepodobnostnych hustét na mnozine BM vystupnych sprav, pricom sa o nich predpoklads,
konzistentnost’ v nasledovnom zmysle

pM(bl, “ee ,bM|a1, ce ,aM) = Z pM+1(b1, .en ,bM+1|a1, cee ,a,M+1)
bM+1EB

pre vietky a € AM+1 b ¢ BM,

V na$ej definicii predpokladdme, 7Ze pocet pismen M v sprave sa pri prenose nemeni. Komunikaény
kandl opisuje v jazyku tedrie pravdepodobnosti (Dodatok A), ako sa vstupnd sprava a transformuje na
vystupnii spravu b. Této transformécia je deterministick4 iba v pripade, ak p™(b|a) = 1 pre niektort
b = b(a) € BM. Vseobecne ide o stochastickt transformiciu opisanti hustotou pravdepodobnosti

'To znamens, 7e kédujeme nielen, ked chceme spravu utajit’.



pM(. |]a) na BM. Samotné pM(b|a) uréuje pravdepodobnost’, ze pri vystupnej sprave b bola na vstupe
sprava a.

Podmienka konzistencie spdja hustoty pravdepodobnosti, ktoré definuji komunikaény kandl, pri
prenosoch sprav réoznych dizok. Ak by bola pravdepodobnost’ nal’avo vacsia, tak pri poslanim spravy
0 jedno pismeno dlhSej by bola ista pravdepodobnost’, Zze na konci prenosu bude jedno pismeno
chybat’. Naopak si predstavme, zZe sa nezaujimame o posledné pismeno spravy. Pri opacnej nerovnosti
by sme potom s vaésou pravdepodobnost’ou uréili o pismeno kratsiu spravu, ako pri prenose iba tejto
samotnej (kratSej) spravy. Je rozumné takéto prenosy nepovazovat’ za prenosy cez komunikaény
kanal.

Komunikaény kandl nazyvame bezpamat’ovy, akk na vystupnej abecede B existuje rodina hustot
pravdepodobnosti {p(.|a) : a € A}, pre ktort

M

pM(bla) = [[ p(bila)) M=1,2,...
i=1

Uvedena podmienka konzistencie je potom splnend a kazdy bezpamit'ovy kandl je urCeny trojicou
(A,p(.|.),B). Bezpaméit'ovost’ komunikaéného kandla je v tom, Ze poslanie pismena neovplyviiuje
jeho posobenie na neskorsie poslané pismend, t.j. nepamaitd si, ¢o uz preniesol. Alebo v re¢i pravde-
podobnosti posielania pismen cez komunikaény kandal si nezavislé javy a teda spoloénd pravdepodob-
nost’ javu (celej spravy) sa rovnd suc¢inu jednotlivych javov (pismen), ¢o je Statistickym vyjadrenim
nezavislosti. Takyto komunikaény kandl mozeme opisat’ maticou p(j|i), kde j=1,...,m a i=1,...,n,
kde n je pocet pismen v abecede A a m je potet pismen v abecede B.

Ak na vstup pride sprava a, tak vystupna sprava je nidhodny vektor s vyberovym priestorom
(BM,pM(.|a)). Akdkol'vek hustota 7 na mnozine vstupnych sprav AM definuje ndhodni vstupnii
spravu s vyberovym priestorom (AM, pM(a) = 7™ (a)). Na vystupe komunikaéného kanila pozoru-
jeme nédhodné spravy b € BM s pravdepodobnost’ou p%/[ (b) = ¥ ,cam pM(bla)m™(a). Pravdepodob-
nost’, ze na vstupe je sprava a a na vystupe je sprava b je plo\fﬂ(a, b) = pM(bja)m™(a). Teraz sa
mozeme sa zaujimat’ o Shannonovu informéciu (B.8) o spravach a € AM, ak na vystupe pozorujem
spravy 8 € BM. Dosadenim prislusnych pravdepodobnostnych distribicii do (B.8) dostaneme pre
Shannonovu informéaciu

M
I(a,8)= S Y pM(bla)rV(a)log %. (2.1)
acAM becBM Pg (b)

Treba poznamenat’, ze ide o globdlnu mieru informécie, t.j. ni¢ ndm nehovori o tom kol’ko informacie
mame o konkrétnej vstupnej spriave a, ak na vystupe mame konkrétnu spravu b. Informiécia je
pre fixnd dizku spravy M jednoznaéne uréens komunikaénym kanslom (t.j. p™(bla)) a vstupnou
hustotou 7M.

Kédovanie sa uskutociiuje pomocou zariadenia, ktoré nazyvame kdder a dekédujeme pomocou
dekodéra. Koder, prisliuchajici zdroju informdcie s abecedou X, komunika¢nému kandlu a dizke
sprav M, je definovany ako zobrazenie x : XN — AM. Naopak dekodér je zobrazenie § : BM — AM
a zavisi iba od komunika¢ného kandla a diiky spravy. Zdroj informécie (odosielatel' ) generuje spravu
x € (XN, pN), ktort kéder zakéduje do vstupnej spravy a = x(x) € AM a spolu definuji vstupni
hustotu pravdepodobnosti 7™ (.) = pN(k~1(.)) na AM. Dekodér d na zdklade vystupnej spravy b uréi
vstupni spravu a’ = §(b) € AM. Adresét ale sprave a’ nerozumie, lebo nepoznd kéd, a tak sa mu
musi dodat’ sprava x' = k~!(a’) € XN, &0 znamen4, 7e tiplny dekodér je zobrazenie k1§ : BM — XN,
Pravdepodobnost’ chyby, t.j. x’ # x, je rovnd pravdepodobnosti, Ze na vystupe je nespravne urcéené
a,tj. a’ #a.?

2Toto plati iba ak s je prosté zobrazenie, lebo inak ! nie je jednoznacne definované.



2.2 KAPACITA

V tejto casti zavedieme pojem kapacity komunikaéného kandla. Malo by ist’ o ¢iselnti charak-
teristiku, ktord urcuje mnozstvo informdcie prenesené poslanim jedného pismena danym komu-
nikaénym kandlom. Vieme, Ze informécia zdvisi od komunika¢ného kandla, diiky spravy M a hustoty
pravdepodobnosti ™ definovanej na vstupnych spravach, ktord je uréend kédovanim (vid' koniec
predchddzajicej ¢asti). Ked'ze my chceme kvantitu, ktora zavisi iba od komunikaéného kandla, tak
kapacitu zadefinujeme nasledovne

C = lim isupI(al,...ozl\/[,,Bl...,BM). (2.2)

M—o0 ™

V tomto vzorci najprv robime suprémum cez kédovania pri fixnej dizke sprav M a potom limitu
M iduce do nekonetna. Vyberame teda najlepsie kédovanie v zmysle mnozstva prenesenej informécie.
To znamena najmensiu pravdepodobnost’ chyby pri takomto prenose, lebo vtedy vystupna sprava
obsahuje v priemere najviac informécie o vstupnej sprave pri fixovanom M. Predelenie informécie
dlzkou spravy vyjadruje potom priemerné mnozstvo informdcie pripadajicej na jedno prenesené
pismeno spravy.

Uvazujme teraz, ze w"(a) = w(a1)...w(ay), kde 7 je hustota pravdepodobnosti na abecede
A. Dalej nech kanél je bezpamit'ovy, t.j. pM(bla) = 3™, p(bi|a;). Potom (ay,S1),..., (o, fu) st
vzijomne nezavislé dvojice ndhodnych veli¢in so spoloénym vyberovym priestorom (A xB, 7(.)p(.|.))-
Informécia (2.1) prejde s vyuzitim (B.9) na sumu informécii cez vSetky dvojice ndhodnych veliéin,
pricom v tomto pripade ide o dvojice rovnakych veli¢in, t.j. v sume su vSetky ¢leny rovnaké, takze

e, B) = MI(a1, B1).

Ak toto dosadime do (2.2), tak dostaneme

M

C= sup (o1, 1) =sup »_ > w(a)p(bla)log E;b|a) (2.3)

T acAbeB 1(b) ’

kde
pg, (b) = > p(bla)m(a).

acA

Kapacita bezpamat’'ového komunikacného kanala spifla nerovnost’
0<C<logN,

kde N je pocet pismen vo vstupnej abecede. Rovnost’ na I'avej strane nastava, akk su vSetky hustoty
p(-|a),a € A rovnaké, t.j. oy, 1 su nezivislé pri 'ubovol'nej vstupnej hustote 7. Rovnost’ na pravej
strane nastava, akk p(bla) = d,p, t.j. ked’ vystupné pismeno jednoznatne uréuje pismeno na vstupe.
Nezodpovedanou otdzkou zostal vyber zdkladu v logaritme, ktory sdvisi s vyberom jednotiek
informécie. Standardny vyber je logaritmus so zikladom dva a jednotkou informdcie je potom bit.
Vyber tejto jednotky stvisi s pouzivanim dvojprvkovej (bindrnej) abecedy v praxi. Jednym bitom
informécie budeme nazyvat’ maximdalnu kapacitu idedlneho bezpamét’'ového komunikaéného kandla,
ktory pri prenose pouziva bindrnu abecedu, t.j. A =B = {0,1}. V takomto pripade p(i|j) = &j;
a kapacita je log, 2. My chceme povedat’, Ze takyto komunika¢ny kanal ma kapacitu rovnu jednej,
t.j log, 2 = 1, ¢o plati ak zdklad logaritmu je prave dva.



Kapitola 3

KVANTOVA TEORIA

3.1 MATEMATICKY OPIS

3.1.1 Stav systému

V tejto kapitole zavedieme zikladné pojmy a matematicky formalizmus vyskytujice sa v kvantovej
mechanike.

Kvantovy fyzikdlny systém A pri matematickom opise stotoziiujeme s komplexnym separabilnym
Hilbertovym priestorom H so skaldrnym sd¢inom (.|.). My budeme uvazovat’ iba kone¢norozmerné
Hilbertove priestory. Znalost’ systému znamena poznat’ vSetky mozné stavy tohoto systému. Stavom
na tomto priestore nazveme linedrny operator g, ktory ma nasledujice vlastnosti

l.o = o™, t.j. hermitoskost’

2.0 >0, t.j. V|9) € H plati (¢|p|tp) > 0, t.j. pozitivnost’

3. Tro=1

Takyto operdtor nazyvame maticou hustoty. Ak je matica hustoty projektorom, t.j. o = o2,
tak hovorime, ze systém je v ¢istom stave. Inak hovorime, Ze je systém v zmesi. Kazdy Cisty stav

je jednoznatne uréeny jednotkovym vektorom, ||¢|| = 1, z Hilbertovho priestoru H. Teda mnozina
Cistych stavov je zhodnd s mnozinou vSetkych jednotkovych vektorov z H. Matica hustoty pre &isty
stav ma tvar |1)(1| pre kazdé 9 € H, pre ktoré ||1|| = 1. Mnozina stavov tvori konvexni mnozinu,

t.j. plati ak g; st stavy, A € R, \; > 0 a > A\ = 1, tak aj > Ajo; je stavom na tomto priestore, t.j.
spliia vSetky tri podmienky.
V pripade linedrnej kombindcie vektorovych stavov |¢;) € H, ||[4i|| = 1

W)) = Z ai|¢i>a

takémuto su¢tu hovorime superpozicia, ktord je opat’ vektorovym (t.j. Cistym) stavom. V tomto
pripade, narozdiel od konvexnej kombinicie, o € C a Y, ||?=1. Vektorovym stavom nazyvame
vektorovy zapis Cistého stavu.

Rozsirenim Hilbertovho priestoru H o nové stupne vol'nosti vieme pre kazdi zmes najst’ ¢isty stav
v tomto rozSirenom priestore, z ktorého ¢iastotnou stopou cez pridané stupne vol'nosti dostaneme
dant zmes. Procediiru nijdenia ¢istého stavu pre zmes nazyvame purifikdcia *.

Rozozndvame dva druhy systémov: otvorené a izolované, podla toho, ¢i su alebo nie su ov-
plyviiované svojim okolim. V kvantovej tedrii izolovanych systémov sa stavy menia dvoma rozdiel-
nymi spdsobmi: pri merani alebo evoliciou podla Schréedingerovej rovnice. Dalej zovieobecnime

tieto pojmy na otvorené systémy.

!z anglického purification, ¢o znamens oistenie



3.1.2 Meranie

Meranie opisujeme pre izolované systémy pomocou samozdruzeného operdtora A = AT, pricom
mozné vysledky merania si prave vlastné hodnoty takéhoto operatora, ktoré si urcené rovnicou

A|¢a> = a|¢a>,

kde |¢,) st vlastné stavy operdtora A. Tieto vlastné stavy tvoria tplny ortonormovany systém, ¢o
znamend, ze I'ubovolny stav |1) moézeme rozvinut’ v tejto baze do Fourierovho radu

WJ) = Z<¢a|¢)|¢a>

a

Kazdd merant veli¢inu (pozorovatel’ni) vieme zapisat’ v baze vlastnych stavov tejto veli¢iny ako

A=) a|ga)(da] =D aEq, (3.1)

a

kde E, je projektorom na H. Tento zapis nazyvame spektralny rozklad operatora. Takéto meranie
nazyvame ortogondlne.

Pri merani ndm kvantovd mechanika urcuje iba pravdepodobnostné rozdelenie vysledkov, ktoré
je uréené stavom, na ktorom meriame. Ak meriame veli¢Ginu A na stave p, tak pravdepodobnostné
rozdelenie vysledkov je uréené vzt’ahom

Pr(a) = Tr(oE,). (3.2)

Stav kvantového systému mozeme teda chipat’ ako zobrazenie p, ktoré projektoru na H priradi
¢islo z intervalu (0, 1), t.j. p je mierou na mnozine projektorou, a teda plati

1.p(0)=0; p(1)=1

2.ak E.F=0, tak p(E4+F)=p(E)+p(F).

Gleasonov teorém hovori, ze pre dim(H)>2 pre kazdé p existuje matica hustoty o taks, ze

p(E) = Tr(oE).

Zadefinujeme zovseobecnené meranie, ktoré nazyvame POVM? ako mnozinu operatorov {F,} na
systéme A, pre ktoru plati

1.F, =F}

2. A<'¢’|Fa|¢)A >0

3, Fo=1x

Narozdiel od ortogonalneho merania v tomto pripade F, nemusia byt projekcie. Podl'a Neu-
markovho teorému moze byt kazdd POVM realizovand v rozsirenom Hilbertovom priestore orto-
gonalnym meranim, pricom ak POVM obsahuje n operatorov F,, tak rozsireny Hilbertov priestor
m4 dimenziu rovnd n.

Nech systém A je podsystém systému opisaného Hilbertovym priestorom H=H, ® Hg a na tomto
H robime ortogonilne meranie, ktoré je uréené projektormi E,, ktorych pocet je prave dimenzia H.
Pravdepodobnost’ namerat’ vysledok a na celom H je dand vzt'ahom (3.2).V8imnime si posobenie
tychto projektorov na podsystéme A, ktorého stav nech je oo = oA ® 0B, t.j. systémy su navzijom
izolované. Pravdepodobnost’ vysledku a je

Pr(a) = Tra(Tre((0a ® 0B)Eaq)) = Tra(Fa04),

2Positive Operator Valued Measure




kde
(Fa)ij = ) (Ba)jv,in(08) -
pv
Ak zadefinujeme projekciu E5 : H — Hp, tak operdtory F, tvoriace POVM moézeme formélne
zapisat’ aj takto
F, = EAE,E,.

Kvantova tedria obmedzuje aj sucasné merania niektorych veliéin. Zo spektralneho rozkladu
(3.1) vidno, 7ze ak nemajui operdtory diagondlny tvar v tej istej baze, t.j. nekomutujd, tak meranie
jednej velic¢iny ovplyviiuje meranie druhej veli¢iny, lebo merania robia projekcie na rézne vektory,
¢o znamend rézne pravdepodobnostné distribiicie vysledkov (3.2). Strednd hodnotu operdtora A v
stave ¢ definujeme nasledovne

(A) = (y|Alp) = Tr(0A)

a pre disperziu plati AA = ((A2) — (A)z)% Potom dostdvame vzt’ah neur¢itosti pre pozorovatel'né
A.B

AAAB > (A B)),

odkial tiez vidno vyznam komutatora. Ak je komutdtor dvoch veli¢in nulovy, tak potom tieto veli¢iny
maju sucasne ostré hodnoty.

V kvantovej tedrii treba mat’ stdle na pamati, Ze ide o pravdepodobnostni tedriu, v ktorej jedno
meranie nemd vel'ky vyznam. V takomto duchu plati aj vzt’ah neurcitosti, t.j. netyka sa vysledkov
jedného merania. Samozrejme, 7ze moézeme A a B zmerat’ sii¢asne, ale vysledky opakovanych merani
tychto veli¢in na rovnako pripravenych stavoch budd vZdy rozmazané bez zavislosti na presnosti
nasich meracich pristrojov.

3.1.3 Evolicia

Pre izolovany systém je evolicia vzdy unitdrna. Podobne ako v klasickej mechanike je generovand
Hamiltonidnom systému H, ktory je zdroveii aj operiatorom celkovej energie. Samotni evolticiu stavu
popisuje Schrodingerova rovvnica

R0 |9r) = H]tt) (3-3)

s pociatoénou podmienkou

|he=0) = I%0),
ktorej formalnym rieSenim je

1) = exp(— 3 HO) o).

Opéat’ sa pozrime ako sa vyvija podsystém systému, ak sa cely systém vyvija unitidrne. Tento
vyvoj podsystému zadefinujeme ako zobrazenie $ , ktoré matici hustoty priradi ind maticu hustoty.
Toto zobrazenie $ budeme nazyvat’ superoperdtorom a musi spiﬁat’

1.8 zachovava hermitovskost’

2.$ zachovéva stopu

3.8 je uplne pozitivne, t.j. pre vietky rozsirenia z Hy na Ha @ Hg je $4 ® 1g pozitivne

4. je linedrne

Prvé tri poziadavky st z podmienky, aby $(p) bola tiez matica hustoty. Poziadavka linearity je
z dovodu zachovania pravdepodobnostnej interpreticie, a sice pre nelinedrne $ by mohol zdvisiet’
vyvoj o na sposobe jeho pripravy.

Napriklad uvazujme zobrazenie $(p) = exp(iro1Tr(o10))oexp(—ino1Tr(o10))), ktoré spiiia prvé
tri poziadavky. Nech o1 = 11, t.j. 01 = 3|z)(z| + 3| — z)(—z| a v tomto pripade je Tr(c101) = 0,é0
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znamend, 7e evolicia je trividlna. Teraz nech gy = $|x)(x|+ 5|z)(z|. Pre takyto stav je Tr(g201) = 3,
a potom $(g2) = o1001. Teda spin pripraveny v stave |z) sa v prvom pripade vyvinie na |z) a v
druhom pripade na | — z), ¢o st navzdjom ortogondlne stavy a teda evolicia zdvisi od pripravy, t.j.
z akého ansambla stavy pochadzaju.

Uvazujme unitdrny vyvoj stavu ga ® |0)gp(0| pomocou unitdrneho operdtora Usp. Chceme
vediet’ maticu hustoty systému A, t.j. urobime ¢iasto¢ni stopu cez B a evolicia na systéme A potom
vyzerd nasledovne

oy = Tr(Uas(0a ® |0)8(0))U%R) = > B(1[Uaz|0)s 04 B(0|Uas|u)B
u

Zadefinujme operator na systéme A
M, := p(p|UaB|0)5-
Potom evolicia na tomto systéme sa d4 zapisat’ pomocou tohto operatora ako

dh = $(0) =) MuoaM} (3-4)
"

Pre tieto operdtory plati

ZM+MM = Z (0[Up|u)p B(k/Usr|0)s = B(0|U{Uan|0)a = 14,

lebo U}z Uap = 14p. Takato reprezentécia superoperdtora pomocou operatorov M,,, ktoré spiﬁajl'l
> Mj M,, = 14, sa nazyva Krausova reprezentdcia. D4 sa ukazat’, Ze takto zadefinované zobrazenie
je superoperdtorom, t.j. spifla vsetky Styri podmienky a implikacia plati aj naopak, t.j. pre kazdy
superoperator § existuje Krausova reprezentdcia tohto superoperdtora. Tato Krausova reprezenticia
superoperatora nie je uréend jednoznacne, lebo mézeme urobit’ ¢iastoéni stopu cez B v 'ubovolnej
béze, pricom medzi bdzami plati [v)p = 3, Uyulp)s. V dvoch Krausovych reprezenticiach M, N,
toho istého superoperatora sa jednotlivé operdtory liSia unitdrnou transformdciou N, = U,,M,,.

Superoperator ndm poskytuje formalizmus pre opis dekoherencie, t.j. vyvoj Cistych stavov na
zmesi. Unitdrna evolicia je Specidlnym pripadom, ak v Krausovej reprezenticii je iba jeden operétor.
Ak je operatorov viac, tak z Cistého stavu systému A sa stiva zmes, lebo cez Uap systém A interaguje
s okolim, t.j. so systémom B a teda A sa sprdva ako otvoreny systém.

Zlozenim dvoch superoperdtorov $; a $5 dostdvame novy superoperitor $; o $5. Otdzkou je, ¢i
existuje aj inverzny superoperdtor. Predstavme si, ze ¢isté stavy v pripade dvojstavového systému
su reprezentované bodmi na dvojdimenziondlnej sfére (tzv. Blochova sféra). Stav reprezentovany
maticou hustoty je v tomto pripade

kde [P| <1 a & = (o, oy, 0,) su Pauliho o-matice, ktoré st definované nasledovne

UX:<(1)(1)> ay:<? Bl> %z(é _01> (3.5)

Pre cisty stav \1_5| = 1. Ak superoperdtor opisuje evoliciu z Cistého stavu do zmesi, tak to
graficky v tomto pripade znamend zmensovanie (kontrakciu) sféry. OtoCenie kontrakcie (inflicia) je
sice mozné, ale toto otoCenie nie je pozitivnym zobrazenim. Odpoved’ je kladnd, iba ak superoperator
je unitarny, lebo vtedy neprichiddza ku kontrakcii. Vo vSeobecnosti superoperator beziaci spat’ v case
nie je superoperatorom. Superoperatory tvoria pologrupu.
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Este zovSeobecnime Schrédingerovu rovnicu (3.3) pre otvorené systémy. Pre matice plati Schrodingerova
rovnica v tomto tvare (h = 1)

0= _i[Ha Q]

s formédlnym rieSenim _ _
o(t) = ¢ Ho(0)e™,

kde H je ¢asovo nezdvisly hamiltonidn systému A. Casovy vyvoj matice hustoty generovany super-
operdtorom $; je

o(t) = $:(2(0) = Y _ ML (t)e(0) M (t) (3-6)

$1—0 = 1.

Uvazujme Markovovskd evoliciu, t.j. stav v ¢ase t+dt je iplne uréeny iba stavom v ase t. Ak p(0) =
0(0) + O(dt)), tak jeden z Krausovych operitorov bude mat’ tvar Mg = 1 + (—iH + K)dt a ostatné
budt mat’ tvar M, = \/(EL,L. Toto su predpoklady priblizenia, ktoré vychadzaji z markovovosti
systému. Pouzijeme Krausovu normalizatni podmienku } , M;’M“ =1, tak dostaneme

1
_ +
K= —3 E L;L,.
u#0

Dosadenim do (3.6) v prvom rédde, t.j. 0(0) = o(0) + 9(0)dt, dostaneme rieSenie pre ¢(0), ¢o
zovSeobecnime na 'ubovolny Cas t

L 1 1
0= —i[H, 0]+ 3 (LuoLy — SLLyo — 5 oL Ly) (3.7)
u#0

Rovnicu nazyvame Lindbladovou rovnicou. Operdtory L, nazivame Lindbladove operdtory, alebo
quantum jump operator. Prvy ¢len v Lindbladovej rovnici je oby€ajny Schrédingerov ¢len generujuci
unitarny vyvoj. Druhy ¢len opisuje zmenu stavu okolia a jeho vplyv na systém A, o ktory sa
zaujimame. Lindbladova rovnica je vSeobecnou formou Markovovske]j evolicie matic hustoty, ktora
nazyvame aj master equation.

3.1.4 Schmidtova dekompozicia

Cisty stav systému zlozeného z dvoch podsystémov , Hag = Hy ® Hg, mézeme vyjadrit’ v tvare

[¥)an = D aiuli)alu)s,

iu

kde |i)a a |¢)B nemusia tvorit’ ortonormdlne systémy. Schmidtova dekompozicia je zdpis takéhoto
stavu v ortonormalnej baze celého systému Hy ® Hg.
Nech |i)s je baza, v ktorej je pa diagodlne, t.j. oa = 3 pili)aa(il, a polozme [i)g = > Giplp)B-
Potom p(ifj)p = pidij, t.j. tvoria ortogondlny systém. Ked'Ze chceme ortonormélnu bazu na B, tak
1

polozme |i') = p; *[i) a tieto vektory |i’) uz tvoria ortonormélny systém a Pubovolny systém vieme
zapisat’

[9)aB = Z«/ITi\i)Ali')B,

kde |i)a ® |i')B je ¢ast’ ortonormdalnej bdzy v Ha ® Hg. Tento rozklad nazyvame Schidtovou dekom-
poziciou a baza rozkladu ¢istého stavu zavisi od tohto stavu.

Stav o = > ; pili")BB({'], t-j. 0A a oB maji rovnaké vlastné hodnoty, ale pocet nulovych sa moze
lisit’, lebo dimHa #dimHg. Poéet nenulovych vlastnych hodnét ga alebo o nazyvame Schmidtovym
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¢islom. Lokalne unitdrne transforméicie nezvysuju Schmidtovo ¢islo, lebo vlastné hodnoty operdtora
OA A UAQAUX st rovnaké 3.

Konkrétne pre podsystémy dim(Hy)=dim(Hp)=2 vieme kazdy Cisty stav celého systému zapisat’
v tvare

l¥)aB = |0)a|¢o)B + B[1)al¢1)B, (3.8)

kde <¢0|¢1> =0.
Matemeticky je existencia Schmidtovej dekompozicie ekvivalentnd teorému: Pre dand obdlznikovu

maticu A je vzdy mozné ndjst’ unitdrne matice Uy a Us, aby obdlznikovs matica B=U;AU; mala
tvar Bmn = BmOmn-

3.1.5 Entropia

Pre meranie vieme predpovedat’ iba pravdepodobnosti vysledkov, t.j. pozndme pravdepodobnostni
distribiuciu vysledkov. Vieme, Ze pri n opakovaych meraniach na rovnako pripravenych n systémoch,
pre n dostatocne vel'ké, otakavame n; = np; vysledkov typu i. Potet réznych moznosti ako konkrétne
vyzerajui jednotlivé vysledky pri n meraniach je n!/(ni!ns!...). Pre n— oo a s pouzitim Stirlingovho
vzorca dostdvame

n!

logm =nlogn —n— Z(ni logn; — n;) = —DZPi log pi.
i 1

Vyraz
N
S:=— Zpi log p; (3.9)
i=1

nazyvame entropiou pravdepodobnostnej distribtcie {p; ...pn}. Téato kvantita vyjadruje mieru nasej
nevedomosti pre dané meranie a dany stav systému. Nezavisi od poctu n uskutoénenych merani.
Dopredu nevieme aky vysledok konkrétne nameriame a pri n meraniach je pocet r6znych moznych
postupnosti vysledkov rovny 2 5. Cim viacej réznych postupnosti existuje, tym viac o systéme
nevieme (alebo zanedbdvame v pripade klasickej tedrie).

Ak pravdepodobnostnd distribicia p; = 1/N pre vsetky i=1,...,N, tak sa entropia rovn4 logN a je
maximalna.

V kvantovej tedrii st pravdepodobnosti vysledkov uréené vzt’ahom (3.2) a teda si jednoznacéne
dané maticou hustoty. Maximalna hodnota entropie zodpovedd maximalnej zmesi. Opaénym pripadom
je pripad vlastného stavu pozorovatel'nej, kedy je entropia nulové, lebo vtedy meranie na systéme v
takomto stave jednoznacne uréuje tento Cisty stav.

Zadefinujeme entropiu pripravy stavu, ako najnizsiu hodnotu (3.9) pre vSetky ortogondlne mera-
nia.

Optimalnym meranim, ktoré minimalizuje S je meranie vo vlastnych stavoch operatora matice

hustoty, pre ktoré
S=-> Alog Ay,
"

kde A, su vlastné hodnoty tohto operdtora. Matica hustoty opisujica systém md v baze vlastnych
vektorov tvar

0= Z >‘u|¢u><¢u|

3ide o podobnostni transforméciu matic
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Iné meranie je opisané mnozinou ortogondlnych projektorou {|11){(¢1|,...,|¥n){¢¥n|}. Ak robime
stopu v baze vlastnych stavov matice hustoty, tak dostavame pre jednotlivé vysledky merani a; pre

i=1,....N
Z /\M| ¢z|¢u Z /\up;u

Nasou ulohou je porovnat’ entropiu pre meranie v baze vlastnych stavov matice hustoty S=S(),) a
entropiu pre I'ubovol'né iné ortogondlne meranie S = S(3°, \uppui)-
Pocitajme rozdiel

S(Z AuPui) —S(Au) = Z Aulog A, — Z Z AuPpi log (Z AuPpi) =
u I iop w

= Z Au(log Ay Z puilog (Pr(ai)) Z AuPpilog (A, /Pr(ai)),
12 Na

kde sme vyuzili, ze vd’aka ortogondlnosti merania plati ) ; py; = 1. Dalej plati logz >1—2z 1 a

S(Pr(a:)) ) > Z AupPpi(1 —Pr(a;)/Ay) =0

Vidno teda, Ze meranie v baze vlastnych stavov matice hustoty je optimdalne v zmysle, ze entropia
pravdepodobnostnej distribicie vysledkov je pri fiom najniZsia. Entropia pripravy, alebo entropia
stavu g, je teda

S = —Tr(plogp) (3.10)

Relativnou entropiou S(o||e) nazyvame nasledujici vyraz

S(alle) = Tr(o(log ¢ — log 7)),

kde p a o su dva stavy toho istého systému.
Uvedieme niektré matematické vlastnosti entropie:
1.Invariantnost’ pri unitdrnej transformacii S(UpU™) = S(p).
2.Subaditivnost’
S(eaB) < S(ea) + S(oB),

kde oo = Trg(eaB) a oB = Tra(oas). Rovnost’ nastiva v pripade, akk gap = 04 ® gp. Této
nerovnost’ ndm hovori, ze ¢ast’ informécie je v koreldciach medzi systémami.
3.Araki-Liebova nerovnost’ (trojuholnikové nerovnost’)

S(eas) > [S(0a) — S(eB)l-

4.Silna subaditivnost’
S(easc) + S(eB) < S(eaB) + S(ec)-

3.2 ENTANGLOVANIE

3.2.1 EPR paradox

Ak sa systém skladd z podsystémov (zlozeny systém), H=H;®...®Hy, a jeho stav gy sa d4 zapisat’ako
vahovany kartézsky siéin stavov jednotlivych podsystémov, t.j.

oH =) Dioh, ® ... ® 0Oy, ,

1
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tak tento stav oy nazyvame separabilny. Povieme, ze stav je entanglovang, ak nie je separabilny.
Lokdlnym unitarnym operdtorom nazveme unitarny operator posobiaci iba na jednom z podsystémov
celého systému, a ktory sa na ostatnych podsystémoch chovd ako jednotkovy operator. Takyto
unitdrny operator nijako nemeni stavy na ostatnych podsystémoch. Analogicky lokdlnym meranim
nazveme meranie uskutoCnené iba na jednom podsystéme, ktoré matemeticky opisujeme samoz-
druzenym operatorom, ktory sa na ostatnych podsystémoch sprava ako jednotkovy operator.

Entanglované stavy sa asi dostali po prvykrat do pozornosti vd’aka EPR* paradoxu. Uvazujme
dvojcasticovy systém v entanglovanom stave

|67 )aB (100) + [11)),

\/_
kde kazdy zo systémov A,B je dvojstavovy. Stavy na jednotlivych podsystémoch si v pripade
uvazovaného stavu matice hustoty %1, ¢o st mazimdlne zmesi v zmysle, Ze pre kazdé ortogondlne
meranie na podsystéme su vSetky vysledky rovnako vahované, lebo

Tr(QEa) = %Tr(Ea) = %
Takyto Cisty stav, pre ktory plati, ze stavy podsystémov st maximdalne zmesi, nazyvame mazimdlne
entanglovany.

Nech z nejakého miesta C sa entanglované Castice v stave [1) posld jedna (systém A) na miesto
A a druhd (systém B) na miesto B (#A). V tychto miestach nech prebieha meranie. Predstavme si ,
7e A meria spin pozdlz osi z a zo svojho vysledku vie uréit’ stav na B, ale ak B st¢asne meria pozdlz
osi x, tak zisti velkost’ spinu v tomto smere. Teda o B vieme hodnoty jeho spinu pozdlz osi z a aj
pozdii osi x. Ale v kvantovej tedrii, nie je mozns sucasnd znalost’ priemetu spinu do dvoch réznych
smerov. Chyba je v tejto tivahe v tom, ze veli¢ina, ktort podla kvantovej mechaniky skutoéne
meriame je 02 ® 0P a vlastné hodnoty tejto veli¢iny +1 st dvakat degenerované a nehovoria nidm
ni¢ o konkrétnych hodnotach jednotlivych spinov, ale iba ¢i maji rovnaké alebo opacné znamienka.

Vysledky merania o, na A a na B budd uplne korelované, t.j ak A nameria spin hore, tak aj
B nameria spin hore (ak meria spin v tom istom smere). Teda A moze s ur¢itost'ou predpovedat’
vysledok tohto merania na B bez merania na tomto systéme. A tu vznikol EPR paradox.

Zmeranim spinu pozdiz osi z uréime hodnotu spinu aj na B, podobne aj pre meranie v nejakom
inom smere, napr. X, uréime hodnotu spinu B aj v tomto smere. Podl'a Einsteina, ak vieme prediko-
vat’ s urcitost’'ou hodnotu fyzikdlnej veliciny bez naruSenia systému, tak existuje element fyzikdlnej
reality, ktory zodpoveda tejto hodnote, t.j. systém je v stave, ktory ma tito hodnotu.

Vlastnost’ znalosti stavu systému B po merani na A podl'a EPR nardsa princip FEinsteinovej
lokdlnosti, t.j. hypotézy, ze pre dva priestorovo separované systémy akcia robend na A nemdze
okamzite menit’ opis systému B. V naSom pripade by potom mal mat’ systém B dopredu urcené
vSetky hodnoty vSetkych moznych merani priemetov spinu, ¢o v kvantovej tedrii nie je mozné. Toto
viedlo EPR k tomu, Ze opis systému vlnovou funkciou nie je uplny, lebo uplnd tedéria by podla
EPR mala spiflat’ Einsteinovu lokdlnost’. EPR navrhli existenciu parametrov systému, ktoré my
sice zat'ial’ nepozndme a nevieme uréit’, ale ktorych znalost’ by ndm jednoznacne a deterministicky
urcovala vysledky merani, ako sme zvyknuti v klasickej mechanike. Takuto tedriu, ktora by uz
vyhovovala Einsteinovej lokalnosti, nazyvame teériou so skrytymi parametrami.

Otazkou zostala existencia tedrie so skrytymi parametrami, ktord by bola lokalna a reproduko-
vala by vysledky kvantovej tedrie, ak by sme vedeli asponn pravdepodobnostnii distribticiu tychto
parametrov ( aj ked’ pri presnej znalosti hodnét parametrov, by bola tedériou deterministickou, t.j.
uréovala by presne kazdy vysledok merania).

4Einstein-Podolsky-Rosen
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Odpoved’ nasiel az Bell, ktory zostrojil triedu tedrii so skrytymi lokdlnymi parametrami (teda kla-
sickt teériu) a odvodil tzv. Bellove nerovnosti (Dodatok C), ktoré by mala kazds takéto tedria spinat’.
Tieto nerovnosti vobec nepotrebuju existenciu kvantovej tedrie a daji sa merat’ experimentdlne.
Prave experiment v istych pripadoch potvrdzuje narusSenie tychto nerovnosti a toto naruSenie je v
zhode s predpoved’ami kvantovej tedrie. D4 sa ukazat’, ze vd’aka Gleasonovmu teorému, ktory plati
pre dimenzie vacsie alebo rovné trom, takéto tedrie so skrytymi parametrami neopisujui vsetky javy
kvantovej mechaniky, lebo existuji stavy systémov, ktoré nardsaju Bellove nerovnosti. Experiment
teda vyvratil Einsteinovu hypotézu o lokalnom opise prirody. Poznamenajme, ze pre dimenziu rovni
dvom je takito tedria so skrytymi parametrami mozn4>.

Skiisme preniest’ nejakid informéciu bez toho, aby sme fyzicky posielali nejaki ¢asticu od A ku
B, t.j. vyuzime jav znalosti vysledku merania na B pri meranf na A. Meranim informéciu poslat’
nevieme, lebo vysledky naSich merani (na systéme A) si tplne ndhodné ako vzdy pri merani v
kvantovej mechanike, t.j. nevieme dopredu aky vysledok nameria B. Iba jednotlivé vysledky merani
A a B budi navzdjom Statisticky korelované.

Dal'sia moznost’ je nech A urobi na svojej Castici nejakd unitdrnu opericiu, ktora je ale nutne
lokalna, a teda nijako nemeni stav systému B. Teda Ziadnu informaciu bez fyzického prenosu, ktorého
rychlost’ uz je ohraniéend rychlost’ou svetla, poslat’ nevieme.

3.2.2 Miery entanglovania

Dva systémy v entanglovanom stave nemusia byt navzijom rovnako silne korelované. Uvazujme
teraz trochu vSeobecnejsi stav

[$)aB = |00) + B]11),

ktory je entanglovany, akk a # 0 alebo o # 1. Ak péjdeme s o — 0 alebo a — 1, tak z entanglovaného
stavu sa ndm stava stav separabilny. Matice hustoty na systéme A a B st opat’ rovnaké

oa = o8 = |af?|0)(0] + [BI*[1)(1]

a teda nie si maximalne entanglované. Existuje nejaky rozdiel medzi takymto stavom a stavom
maximdilne entanglovanym?

Tento rozdiel by malo byt’ vidiet’ v situdciach, kde je entanglovanie podstatné, ako napriklad pri
Bellovych nerovnostiach (Dodatok C), kvantovej teleportécii (Dodatok D), alebo pri hustom kvan-
tovom kodovani, ktoré bude opisané v nasledujicej kapitole. Vo vSeobecnosti nie vSetky entanglované
stavy narusaju Bellove nerovnosti, t.j. tato vlastnost’ nie je dobrym kritériom pri urcovani mnozstva
entanglovania. Niektoré entanglované stavy totiz nie si v zmysle nartSania Bellovych nerovnosti
odlisite'né od separabilnych, ktoré nikdy tieto nerovnosti nenarusaju.

Vychéadzajic z kvantovej teleportacie, pri ktorej separabilné stavy nemdézu byt’ pouzité, V.Vedral
a M.B.Plenio® zadefinovali mieru entanglovania ako redlnu funkciu na mnozine stavov S, pre ktori
plati

E1.E(0)=0 akk o € S je separabilny stav.

E2.E(0)=E(Us ® UgoUf ® Ug), t.j. lokdlne unitdrne transformécie nechévaji mieru E(o) in-
variantnu.

E3.Entanglovanie nemoéze narastat’ pri procedire zlozenej z lokalneho zovseobecneného merania
(POVM), vymene informdcie o merani cez klasicky komunika¢ny kandl a vhodnej lokdlnej unitdrnej

Svid’ napr. A.Perez : Quantum theory : Methods and Concepts, chapter 6
5M.B.Plenio and V.Vedral : Entanglement in Quantum Information Theory, xxx.lanl.gov/archive/quant-ph/9911...
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operécii. Procedura je spolu opisand operatormi Vj, pre ktoré 3 ; Vi+ Vi = 1. Podmienka nenarastania
mnozstva entanglovania ma tvar

> Tr(01)E(0i/Tx(01)) < E(0),

kde o; = ViUVZ-‘F.

E4.Pre dva pary entanglovanych castic v stavoch o1 a oo plati
E(01 ® 0'2) = E(O’l) + E(O’Q).

Podmienka E1 zabezpecuje, aby iba neentanglované stavy mali nulovi hodnotu entanglovania.
Podmienka E2 zabezpecuje, aby lokdlne operacie nemenili mieru entanglovania. V podmienke E3 sa
zamedzuje zvySovaniu miery entanglovania medzi systémami pri opisanej procedire, ktord popisuje
kvantovu teleportaciu.

Predstavme si pociatoény stav [0)a ® (|0)g + |1)B)/v/2. Tento stav je separabilny. Predpoklada-
jme, ze B uskuto¢iiuje meranie v baze |0), |1) a klasickym komunikaénym kanilom posle A sprivu,
ak nameria vysledok 1 a A zmeni svoj stav na |1)a. V pripade vysledku 0 nerobi A ni¢. Koneény
stav je maximalnou zmesou

oan = 5(10)an{0] ® 0} (0] + [1)an (1] ® 1) (1),

Tento stav je stile separabilny, ale ¢o sa tyka klasickej koreldcie (meranej mnozstvom vzdjomnej
informécie (B.3)), tak pévodny stav je nekorelovany, ale konetny stav uz je klasicky korelovany.

Otdzkou je moznost’ vzniku entanglovania zo separabilného stavu takouto proceddrou. Odpoved
je zapornd, lebo tieto operdcie su ¢isto lokdlne a teda separabilné stavy zostiavaji separabilné.
Jednoducho to vidiet’, ak si uvedomime tvar tychto operacii.

Situdcia sa moze zmenit’, ak na potiatku medzi systémami A a B je nejaké entanglovanie, t.j. stav
systému A + B je entanglovany. Entanglovanie mézeme touto procedirou “skoncentrovat’ a ziskat
niekol’ko Uplne entanglovanych stavov. Toto “skoncentrovanie” sa nazyva purifikdcia entanglovania.
Uvazujme N netiplne entanglovanych stavov [1)ap, t.j. mame stav

1%EN) = 100 .. 00) + N1 2(|00...0011) 4 ... 4 |1100...00)) + ... £2N|11...11).

A moéze teraz robit’ projekcie do stavov, v ktorych je nula stavov |1), dva stavy |1), Styri stavy |1),
atd’. Vysledky svojich merani méze klasickym komunikaénym kandlom poslat’ B. Pravdepodobnost’,
7Ze pri merani nameria A vysledok s 2k stavmi |1) je

Py, = o2(N-K) g2k < 11\{1 ) _

D4 sa ukazat’, ze pocet maximalne entanglovanych stavov ziskatel'nych zo stavu, ktory je ziskany
z takéhoto merania je zhruba In(Y). Ak presumujeme cez vietky stavy, ktoré si vysledkom merania
na A, tak pre velké N zistime, ze celkovy pocet maximdlne entanglovanych stavov je N.S(pa), kde
S(oa) je entropia stavu na systéme A ziskanym prestopovanim cez systém B”.

Nech A a B zdielaji Bellov stav (J¢1)ar)* a pomocou lokdlnych opercii a klasickej komunikacie
pripravim N képif stavu [1)ag, t-j. (|9)aB)". Aké je kyin Bellovych parov, ktoré treba na tiito
dlohu?

Naopak predpokladajme, ze mdme N képii stavu |) op. Lokdlnymi operdciami a klasickou komu-

nikdciou chceme pripravit’ k' Bellovych stavov. Aky je maximdlny pocet, k! .., takychto Bellovych

"viac uz v spominanom ¢lanku a v ¢ldnkoch v fiom citovanych
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parov? Tato opatnd procedira je prave purifikdcia entanglovania a z predchadzajuceho vieme, Ze

pre Cisté stavy
k! . = N.S(0a)-

Ked'ze entanglovanie tymito operdciami nemdze nardst’, tak k' < kmin.

Priklad ukazuje, Ze klasickd korelovanost’ moze lokalnymi opericiami a klasickou vymenou in-
formécie narastat’. Iba cisto klasicky korelovany separabilny stav nemdze byt ale pri kvantovej
teleportacii UspeSny. Téato procedidra vyuziva korelicie medzi systémami, ktoré nie su klasického
povodu, lebo také moézu narastat’. Preto hovorime, Ze entanglovanie vyjadruje mieru kvantovej
korelacie systémov. Prave schopnost’ pouzitia stavu pre teleporticiu odliSuje klasicku a kvantovi ko-
relaciu systémov. Hlavnym problémom pri uréeni miery entanglovania je prave problém, ako odlisit’
kvantové koreldcie od klasickych. Tento priklad by mal byt’ motivaciou k zavedeniu podmienky E3.

Po purifikicii entanglovania ziskame zmes, v ktorej sa nachidza aj maximéalne entanglovany stav®.
Po optimdlnej purifikacii entanglovania chceme mat’ tol'’ko maximalne entanglovanych stavov, kol'ko
sa dd, t.j. mnozZstvo entanglovania v inych stavoch tvoriacich koneéni zmes je nulové. Pravdepodob-
nost’ maximalne entanglovaného stavu v kone¢nej zmesi je ohranicend

E(0)

P _ .
max.ent. > E(O'max.ent-)

KaZzda miera entanglovania zhora ohrani¢uje kvantitu, ktora hovori o optimalite purifikdcie entanglo-
vania. Stav o chidpeme ako tenzorovy siacin N stavov systému A + B, z ktorych sme optimdalnou pu-
rifikdciou pripravili Prax. N maximélne entanglovanych stavov. Meraniami na kazdom stave systému
A + B dostavame to isté, ako keby sme merali na stave, ktory je v zmesi stavov tvoriacich stav
o. Vaha kazdého z tychto stavov je dana pocetnost’ou tohto stavu v tenzorovom sicine predelenou
poc¢tom vSetkych stavov N, t.j. ide o zmes Statistickom zmysle.

Na tomto mieste vidime rézne chipanie zmesi v kvantovej teérii. Mozeme ich rozdelit’ do dvoch
skupin. Jednu skupinu tvoria pravé zmesi, ktoré popisuju stav, v ktorom sa systém moéze nachidzat’.
Druht skupinu tvoria Statistické zmesi, ktoré sa skladaji z mnozstva pravych zmesi, t.j. z mnozstva
tych istych systémov, ktoré sa ale nachadzaji v roznych stavoch a navzijom sa neovplyviujud, ako je
to uvedené aj v tomto priklade.

Pri argumentovani, ktoré nas priviedlo k hornému ohraniceniu pre pravdepodobnost’ vyskytu
maximdlne entanglovaného stavu v zmesi (v tomto pripade Statistickej), sme teda skryte predpok-
ladali, ze miera entanglovania spiﬁa prave podmienku E4.

Uved’'me konkrétne priklady mier entanglovania:

e entropia entanglovania

By ([9)an(#]) = S(Tra(|$)an(#])) = S(Tra(|¢¥)an(¥))

Téato miera je vhodnd pre Cisté stavy dvojzlozkovych systémov. Pre zmesi by aj v separabilnom
pripade bola tito miera nenulovd, ¢o je v spore s podmienkou E1.

Pre dvojzlozkovy systém je asymptoticky pristup k zavedeniu miery entanglovania, ktory vychadza
prave z uvedeného prikladu.

e entanglovanie formovania

. kmin
E =1
vloas) = Jim N
¢ entanglovanie destilovania
kl
E — 1' max
ploan) = Ji N

80 to vlastne pri tejto purifikécii ide
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Pre Cisté stavy sa tieto dve miery rovnaju a plati
Er = Ep = Ey = S(0a) = S(on)-

V tomto pripade tieto miery uréuji aj pocet stavov, ktoré mézu byt’ pravdivo teleportované pomo-
cou |9)aB, t.j. pocet diplne entanglovanych stavov, ktoré vieme lokdlnymi operdciami a klasickou
komunikaciou pripravit’.

Stéle je otvorenou otdzkou najst’ “dobrd” miera entanglovania, ktora by bola mierou aj pre zmesi.
Dobrym adeptom je

e relativna entropia entanglovania

Er(o) = gggS(allg)

kde D je mnozina vSetkych neentanglovanych stavov. Doékaz, ze takto zadefinovand miera spifla
E1-E4 je urobeny v ¢ldnku “Entanglement measures and purification procedures®” od V.Vedrala a
M.B.Plenia.

9publikovany vo Phys. Rev. A 57, p.1619 (1998/March)
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Kapitola 4

KVANTOVA TEORIA
INFORMA CIE

4.1 ANALOGIA S KLASICKOU TEORIOU

V tejto kapitole spojime znalosti z predoslych kapitol a budeme sa zaoberat’ prenosom informaécie
cez kvantovy komunika¢ny kandl. ZovSeobecnime pojmy z kapitoly 2 na ich kvantovi verziu.

V klasickej tedrii sa pismeno kéduje do stavu klasického fyzikalneho systému, ale tento fakt nie je
pri vykladani samotnej tedrie informdcie v klasickom ponimani nejak vyznamny. Vsetky javy, ktoré
s tymto faktom stvisia si zahrnuté pod pojem Sum a tykaji sa iba samotného prenosu.

Situdcia sa zmeni, ak pismend zakédujeme do stavov kvantového systému. Vtedy vstupi do hry
kvantova tedria, v ktorej stavy nemusia byt’ Uplne rozlisiteIné. To znamend, ze kym v klasickom
pripade je abeceda zadana poctom pismen, tak v kvantovom pripade treba konkretizovat’ aj jednotlivé
stavy prislichajice pismendm. Doévod tejto rozdielnosti je v Struktire stavov klasickej a kvantovej
tedrie. V kvantovej tedrii existuje moznost’ superpozicie stavov. Tato vlastnost’ nemad klasicky analdg.
Jej dosledkom je, ze v klasickej tedrii sa dd zmes zapisat’ jednoznacne ako konvexny sucet Cistych
stavov, kdezto v kvantovej tedrii je takychto zdpisov nekoneéne vela. Subor kvantovych stavov
je uplne rozlisitel'ny, ak je ortogondlny, lebo vtedy existuje meranie, ktoré medzi tymito stavmi
jednoznaéne rozlisuje. Ortogondlna abeceda je teda ekvivalentnd klasicke;j.

Ako priklad si uved'me bindarnu abecedu, zloZenu v klasickej tedrii z pismen 0 a 1. V kvantovej
tedrii oznacme tieto pismend |0) a |1), ktoré reprezentuji dvojrozmerny Hilbertov priestor. Objekty
z dvojrozmerného Hilbertovho priestoru nazyvame v kvantovej teodrii informacie gqubity. Uz samotny
nazov naznacuje, ze ide o kvantovy analég klasickych bitov, ¢o si pismend z bindrnej abecedy.
Prenosom jedného z nich prenesieme maximélne prave jeden bit informéacie.

7 kapitoly 2 vieme, Ze prepis z abecedy zdroja Z do vstupnej abecedy komunika¢ného kanila,
ktorej pismend su reprezentované stavmi, nazyvame kédovanim. V kvantovej tedrii tomuto prepisu
zodpoveda procedira pripravy stavu, ktory prenisa pismeno v nom zakédované. Kédovanie spolu zo
zdrojom informacie urcuje pravdepodobnostnu distribiciu 7r; na tychto kvantovych stavoch p;. Tuto
distribiiciu budeme d’alej nazyvat’ kédovanim, lebo pre dany informaény zdroj je nim jednoznacéne
uréend. Ak mame d-rozmerntu abecedu, tak Hilbertov priestor H, do stavov ktorého kédujeme, bude
tiez d-rozmerny.

Kvantovy komunikaény kandl sa od klasického lisi tym, ze prenasa pismend zakédované v stavoch
kvantového systému a nie klasického systému. Pocas prenosu sa takyto stav vyvija podl'a zdkonov
kvantove] tedrie. Evolicia v nej je opisand superoperdtorom (3.4)

oi — 8(a1) =D AuaiAf.
1
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V pripade, ak je superoperdtor unitarny, t.j. superoperator obsahuje v Krausovej reprezentécii iba
jeden operitor A, tak takyto kvantovy komunikacény kanil budeme nazyvat’ idedlny. Idedlny ko-
munikacny kandl zachovava §truktdru vstupnych stavov v zmysle ich skaldrneho sucinu a vzdjomnej
rozliSitel'nosti, ¢o je v zhode s klasickym pripadom, kde pod idedlnym komunika¢nym kanalom rozu-
mieme taky komunika¢ny kandl, ktory pismenu vystupnej abecedy, priradi jednoznaéne pismeno z
abecedy vstupnej, t.j. je bezSumovy.

Vystupni abecedu kvantového komunika¢ného kandla tvoria stavy W; = $(p;) a analégom deko-
dovania je meranie na vystupnych stavoch, ktoré je v kvantovej teorii opisané POVM, t.j. pozitivnymi
operdtormi Xj, pre ktoré >°; Xj = 1y (vid’ 3.1.2). Pravdepodobnost’ jednotlivych vysledkov POVM
merania na stave g je uréend vzt’ahom

Pr(j) = Tr(eX;).

Teraz sa pozrime na mnozstvo klasickej informdcie (2.1) meranej v bitoch prenesenej takymto
kvantovym kandlom. Podmienend pravdepodobnost’, ktord definuje komunikaény kanil je v tomto
pripade

p(ilj) = Tr(WiX;),
takze informdcia prenesend kvantovym komunika¢nym kandlom $ v pripade kédovania m; a dekédovania
Xj je

Tr(WiX;) ) _ (4.1)

I (m,X) = ; mi Tr(W;X;) log (Zk m Tr(W;Xy)

Tato kvantita urcuje priemerné mnozstvo klasickych bitov prenesenych poslanim jedného pismena.
Pozrime sa na prenos spravy zlozenej z n pismen. V takomto pripade mame Hilbertov priestor
H®" = H®...®H. V stavoch tohoto systému

0i = 0i, ...Q 0i,

st zakédované spravy i=(ii,...,i), kde iy € Z a g;, st stavy priradené pismendm z abecedy zdroja
Z, t.j. tvoria vstupnid abecedu kvantového komunika¢ného kandla. Spravy i moéZzeme chipat’ ako
prvky abecedy Z", t.j. pismend, na ktorych opat’ mame zadefinovani pravdepodobnostni distribiciu
(kédovanie)

n
T = H ’/Tik.
k=1

Prenos celej spravy i je opisany superoperdtorom na celom priestore H®. Ak tento superoperator

spiﬁa

$(0i, ®...Q0i,) =%(0i,) ® ... ®%(0i,),
tak, analogicky s klasickym komunika¢nym kanalom, takyto kvantovy komunika¢ny kanal nazveme
bezpamat’'ovy. Znamena to Ze stav na konci prenosu nebude v entanglovanom stave, t.j. komunikaény
kandl skuto¢ne posobi na kazdé pismeno zv1ast’ (t.j. lokélne).

Dekédovanie v tomto pripade je uréené POVM meranim na celom priestore H®". Takéto meranie
moze byt’ vo vSeobecnosti optimélnejsie v zmysle lepsieho uréenia spravy i z tohto globalneho merania,
nez osobitnymi meraniami na kazdom pismene spravy.

Informdcia pri prenose spravy diiky n je dand vzt’ahom analogickym ako (4.1)

N WX Tog [ OV
In(’]T,X)—iZ,j i Tr(W;X;) 1 g<2kﬂkﬁ( V\;jxk)>’ (4.2)

kde 7 je kédovanie na vstupnych spriavach a X oznatuje POVM meranie na vystupnych stavoch W;
kvantového komunikaéného kandala. Tieto stavy predstavuju spravy zlozené z n pismen, a ak dimZ=d,
tak s stavmi z d"-rozmerného Hilbertovho priestoru.
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4.2 KVANTOVE HUSTE KODOVANIE

Kvantové husté kédovanie je prikladom vyuzitia zvlastnosti kvantovej tedrie. Vyuzijeme informiciu
skrytt v kvantovych koreldciach medzi vzdialenymi systémami, t.j. existenciu entanglovanych stavov,
na prenos klasickej informaécie.

Informéciu sa poktsime prendsat’ nasledovnou procedirou. Nech Alica a Bob! st spojeni kvan-
tovym komunika¢nym kandlom a zdiel'ajd spolu dve dvojhladinové Eastice (qubity). Alica aplikuje
na svoj qubit jednu zo §tyroch 'ubovolnych, ale fixnych transformaécii a takto pripraveny qubit posle
kvantovym komunika¢nym kandlom Bobovi. Vyberom transformécie Alica uréuje posielané pismeno.
Bob prijme qubit poslany od Alici a prevedie meranie na obidvoch zdielanych qubitoch. Z vysledku
merania sa Bob pokus$a uréit’ poslané pismeno. Tito proceddru nazyvame hustym kédovanim.

V pripade, ak Bob robi merania iba na prijatom qubite, tak vieme, Ze maximum prenesenej in-
formécie je jeden bit. Otdzkou je ako sa zmeni mnoZstvo prenesenej informécie jednym qubitom,
ak Alica a Bob vyuziju fakt, ze qubit poslany od Alici m6ze byt v entanglovanom stave s qubitom
Bobovym. Hilbertov priestor dvoch qubitov je Stvorrozmerny, t.j. abeceda méze byt’ tvorend Styrmi
ortogonalnymi stavmi a prenesend informdcia ma v takomto pripade maximum log,4 = 2 bity.
Otéazkou je, ¢i Alica méze lokdlnymi unitdarnymi operdciami na svovom qubite pripravit’ tyri orto-
gonalne stavy, ktoré by tvorili vystupni abecedu.

Pripad, ak zdiel'any stav je 'ubovol'ny, je predmetom tejto diplomovej prace. Teraz si uvedieme
Specidlny pripad stavu )

V2

ktory je maximdlne entanglovany. Budeme predpokladat’, Ze kvantovy komunikaény kandl je trividlny,
t.j. nijako neposobi na vstupné stavy. Uvedieme priklad vol'by Alicinych lokalnych unitarnych ope-
racii:

) aB (104 ®[0)8 +[1)a®[1)B),

14 (nulové rotécia), t.j.¢™ — ¢*
01(180° rotécie okolo x),t.j.¢T — ¢
a2(180° rotacie okolo y), t.j.¢T — 9~
03(180° rotacie okolo z),t.j.¢17 — ¢,

kde .
$F)ac = E“OO) +[11))
) ac = —=(01) + [10)), (4.3)

V2

tvoria ortonormdalny systém, a teda bazu spoloéného Hilbertovho priestoru. To znamend, ze existuje
ortogondlne meranie (Bellove meranie), ktoré uplne rozlisuje medzi tymito stavmi, ktoré tvoria or-
togondlnu abecedu. Bob prevedenim Bellovho merania ziska 1iplni informéciu o poslanom pismene,
t.j. dva bity informacie.

Mozeme povedat’, ze poslanim jedného qubitu sa preniesli dva bity klasickej informécie. Samo-
zrejme, 7ze v skutoCnosti sme zamlCali poCiatotné rozposlanie entanglovanych qubitov z nejakého
zdroja, jeden Alici a druhy Bobovi. TakZe qubity v skutoénosti spolu prejdid dvakrat vzdialenost’
medzi Alicou a Bobom. Napriklad mo6ze byt zdrojom Alica a posielat’ priamo dva entanglované
qubity, pricom iba na jednom urobila dané lokalne operacie.

Méze to byt’ aj tak, ze Alica a Bob boli v minulosti spolu a vtedy previazali svoje qubity, t.j
qubity sa neprendsali Zziadnym komunikaénym kandlom. A prive o takomto pripade hovorime, t.j.

'standartni experimentétori v kvantovej teérii informécie
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ked’ sa rozposlanie qubitov nedialo prostrednictvom nasho kvantového komunika¢ného kandla, a v
tomto zmysle hovorime, 7e poslanim jedného qubitu cez komunikacny kanal prendSame dva bity
klasickej informaécie.

Alica a Bob sa v tomto pripade vobec nemusia obavat’ odpoc¢ivania. Qubit posielany komu-
nikaénym kanalom sa totiz pri kazdej vol'be pismena nachidza v maximdlnej zmesi %1. Potencionalny
naruSitel by meranim na tomto qubite nezistil ni¢ o prendSanom pismene. Mobzeme povedat’, ze
Bobov qubit sluzi ako kI'd¢ k ziskaniu informécie. Opisany priklad sa zvykne nazyvat’aj superhustym
kédovanim.

4.3 DEFINICIA KAPACITY

Kapacitu kvantového komunikaéného kandla zadefinujeme podobne ako v klasickej teérii (2.2) ako
stredny pocet prenesenych bitov na jedno prenesené pismeno. V podstate ide opat’ o stredovanie
prenesenej informacie cez dlzky sprav. Teda

1
C = lim —supl,(n,X), (4.4)

n—oo 1 ™, X

kde I, je mnozstvo prenesenej informdcie pri posielani spravy diiky n (4.2). Suprémum je robené
cez vetky mozné POVM merania a vSetky mozné kédovania. Pre bezpamat’ovy komunikaény kanal
je I, = nl; a pre kapacitu plati
C = supl (7, X) (4.5)
m,X

Pocitat’ kapacitu priamo z tejto definicie je dost’ zlozité. Preto si uvedieme jednoduchsi vzt’ah
C = max [S(}_ mWi) - > mS(Wi)], (4.6)

kde stavy W; tvoria vystupnu abecedu.

V tomto vzt’ahu uz vobec netreba uvazovat’ POVM merania na vystupnych stavoch. Samotny
dokaz ekvivalencie tychto dvoch vyjadreni pre kapacitu kvantového komunika¢ného kandla bol podany
A.S.Holevom v [6]. Dovtedy bol tento vyraz uvddzany iba ako horné ohranicenie pre kapacitu. Holevo
dokdzal aj opa¢ni nerovnost’.

Dokaz opacnej nerovnocti je zalozeny na tzv. kddovacej teoréme. 'Tato teoréma hovori, ze
pravdepodobnost’ chyby pri prenose cez komunika¢ny kandl rastie s poc¢tom prenesenych pismen n
ako 272C19 kde C je prave kapacita komunikaéného kanéla definovand cez Shannonovu informéciu.
Holevo ukézal, ze pre bezpamit'ovy komunikaény kandl vzt'ah (4.6) spifla tuto teorému.

Niektori autori bert (4.6) za defini¢ny vzt'ah pre kapacitu a my budeme v d’al'Som samozrejme
tiez pracovat’ s tymto vyjadrenim pre kapacitu kvantového komunika¢ného kanala.
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Kapitola 5

KAPACITA BINARNYCH
KVANTOVYCH ’
KOMUNIKACNYCH KANALOV

5.1 KAPACITA IDEALNEHO KVANTOVEHO KOMUNIKACNEHO

KANALA

5.1.1 Pripad vSeobecnej abecedy

Teraz spocitame kapacitu idedlneho kvantového komunika¢ného kandla pre 'ubovol'nii bindrnu abecedu.
Vieme, Ze vSeobecny stav dvojdimenzionidlneho Hilbertovho priestoru sa da zapisat’ v nasledovnom
tvare

o(if) = %(1 +1i.3).

Binarna abeceda bude teda jednoznaéne uréend dvomi vektormi m, i, ktorych norma nie je vic§ia
ako jedna. Kapacita (4.6) potom bude rovnd

C = max[S(e) — mS(e(1m)) — mS(e(i))],

kde my = 1 —m a p = mp(m) + meo(i).
Vlastné hodnoty matice hustoty o(m) si Ax = (1 & |n1|)/2 a entropia takéhoto stavu je potom

S(jmf) =1 - %[(1 + |m|) log(1 + [m) + (1 — [mi[) log (1 — [m[)], (5.1)

kde sme pre jednoduchost’ zdpisu S(o(1i)) oznacili ako S(|ni|). Dalej prepisme maticu hustoty o do
tvaru

o 4 1 - -
0 = mo(m) + mo(n) = 7r1§(1 + m.d) + 7r2§(1 +1.0) =

1
= 5(1 + (mm 4 woii).d),

odkial’ vidno vektor, ktory ndm stav g urcuje.
V novom oznaceni mbézeme teraz kapacitu prepisat’ ako

C = max(S(|mi + moif]) — mS (i) — maS(|)). (5.2)
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Ostava uz iba uréit’ optimalne kédovanie, t.j. optimalnu hodnotu 7;. Zderivovanim 5.2 podl'a 7
dostaneme

oC S([f]) — S(| |)_l 7(m? + n? — 2mn cos ¢) + mn cos ¢ — n? o 1+ |mm+ (1 — )i
or 2 |7m + (1 — 7)1 81— |7m + (1 — 7)id|

kde sme polozili m; = 7, [m| = m, |@i| = n a ¢ je uhol, ktory zvieraju vektory m a ii. Pre konkrétne
dva stavy uréené vektormi m a @i by sme vedeli optimédlne kédovanie 7 ndjst’. Vo vSeobecnosti to
vSak urcit’ nevieme, lebo ide o transcendentnu rovnicu.

5.1.2 Specidlne bindrne abecedy

Uvazujme, ze Alica pripravuje stavy vstupnej abecedy unitdrnymi operdciami pésobiacimi na nejaky
fixny stav, t.j. stavy, ktoré vstupuju do komunika¢ného kanila maji rovnaki entropiu. Ked'ze
entropia je v pripade stavov z dvojrozmerného Hilbertovho priestoru urcend jednoznacne vel’kost’ou
vektora, ktory tento stav zaddva, tak pre takto generované pismend |m| = || = m. Ak si uvedomime,
ze v tomto pripade plati

i+ (1 — m)ii] = my/1 +2(1 — cos ¢) (w2 — ),

tak podmienka extrému kapacity, t.j. = 0, prejde na rovnicu

1 m(27 —1)(1 — cos ) og 1+ my/1+ 2(1 — cos ¢)(w2 — ) _o
2/1+2(1 —cosd)(n? —7m) ~1—my/1+2(1 - cos¢)(n? — ) ’

¢o nastdva v pripade!, ak 7 = 1/2. Ak m=0, tak kapacita je nulové, lebo v tomto pripade je abeceda
tvorend uplnou zmesou, t.j. iba jednym pismenom. V pripade cos ¢ = 1 to znamend, ze uhol medzi
vektormi je nulovy, t.j. ide o tie isté vektory, a teda aj stavy, ktoré urcuju, si rovnaké. Pre kapacitu
opat’ plati C=0.

Kapacita sa dd v tomto pripade (|ni| = |fi| = m) s uvdZenim 7 = 1/2 vyjadrit’ nasledovne

C = S(my/(1 + cos ¢)/2) — S(m). (5.3)

Pre konkrétne m je kapacita iba funkciou uhlu ¢ medzi vektormi uréujicimi stavy. Minimdalna
hodnota kapacity je pre uhol ¢ = 0, kedy C = S(m) — S(m) = 0. Maximum kapacita nadobida pre
hodnotu uhla ¢ = 180°, kedy je cos ¢ = —1, t.j.

C =95(0) — S(m) = log2 — S(m) = 1 — S(m),

kde S(m) je dané vzt'ahom (5.1).
Ak polozime |a|?> = (1 +m)/2 a |32 = (1 — m)/2, tak vstupn4 abeceda je tvorend stavmi, ktoré
maju vo vhodnej baze tvar

= |a?[0){0] + [BI7[1)(1|
Wa = 8[2[0)(0] + [e?[1)(1] (5.4)
Kapacita pri takejto vol'be abecedy je potom
C =1+ | log|a> + |8]* log |8)?. (5.5)

V limite pre Cisté stavy (m = 1, t.j. @ = 1) abecedu tvoria ortogondlne stavy a C=1.

1y pripade, 7e je pod odmocninou nula, tak sice dostdvame log1l = 0, ale tito odmocnina ndm vystupuje aj v
menovateli pred logaritmom
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5.2 PAULIHO KVANTOVY KOMUNIKACNY KANAL

Zaénime definiciou Pauliho kvantového komunikaéného kandla na vstupny stav g;
o — Q; = (1 - P)Qi + Px0x0i0x + PyOy0i0y + Pz020i07, (5'6)

kdepsz+py+Pz-

Najprv si ukdzme, Ze tento komunika¢ény kandl je skutone superoperdtorom. Zo zipisu (5.6)
I'ahko vidno $tyri operdtory vystupujuce v Krausovej reprezentdcii, a sice /1 — p1,,/Px0x,1/Py0y11/P2z0%-
Vyuzitim ai+ 0; = o = 1 pre i=x,y,z, overime Krausovu normalizaéni podmienku, t.j.

STATA,=(1-p+pct+py+p)l=1
m

Vidno teda, ze Pauliho kandl je superoperatorom.

Poésobenia jednotlivych Krausovych operdtorov, t.j. o-matic, interpretujeme ako chyby, ktoré
pocas prenosu nastavaju.

e otocenie bitu

I VR
o 1) —[0)
e zmena fazy
. =10
o 1) — —[1)
e kombindacia obidvoch
. 0) = il1)
Y 1) — —i|0)

Jeho posobenie na vstupny stav v tvare
o(m) = ~(1 + m.G)

vyzerd nasledovne
1 1
o =(1- p)5(1+m.d) + ;puauﬁ(l + m.&)o, =

1 -

kde
m' = (e 2(Py + Pz))mx, (1 — 2(px + Pz))mya (1 —2(px + Py))mZ) (5.7)

Vidno, Ze pre px = py = p, = 1/4, dostavame pre I'ubovol'ny vstupny stav na konci komunika¢ného
kandla dplnd zmes %1, ¢o znamend, ze nemame ziadnu Sancu uréit’ stav na vstupe, a teda neprene-
sieme v tomto pripade ziadnu informdciu. V pripade px = py = p, = p/3 = q takyto komunikacny
kandl nazyvame depolarizacny a m' = (1 — 4q)m.

Pri vypocte kapacity moézeme pouzit’ vysledky z predchadzajicej ¢asti. Ak na vstupe mame dva
stavy uréené vektormi 1, fi, tak na vystupe Pauliho kanla méme stavy m’, n’ uréené rovnicou (5.7).
Ak Alica kéduje unitdrnymi operdciami, t.j. generuje stavy s rovnakou entropiou, tak stavy na konci
vo vSeobecnosti uz rovnaki entropiu (5.1) mat’ nemusia. Préve iba v pripade depolariza¢ného kanila
bude entropia stavov na vystupe rovnaka, aj ked’ mensia ako na zaciatku. Kapacitu Pauliho kanala
v takomto pripade mdme urent vzt'ahom (5.3).

26



Kapitola 6

POUZITIE NEUPLNE
ENTANGLOVANYCH STAVOV PRI
KOMUNIKACII

6.1 KAPACITA PRE NEUPLNE ENTANGLOVANE CISTE STAVY
PRI HUSTOM KODOVANI

Situdcia sa trochu skomplikuje v pripade, ak qubit vstupujuci do kvantového komunikaéného kanala
je v entanglovanom stave so systémom prijimatel’a, t.j. mame situdciu hustého kédovania opisaného
v kapitole 4. Komunika¢nym kandlom sa prenasa iba jeden qubit, ktory je z dvojrozmerného kvan-
tového systému, ale vstupna aj vystupna abeceda su Stvorrozmerné Hilbertove priestory. Doteraz ko-
munika¢ny kandl prendsal kazdé pismeno zv1ast’. V tomto pripade akoby preniSal jednym pismenom
pismend dve.

Kvantovy komunikaény kanal, ktorého kapacita nas zaujima, posobi iba na jeden qubit, t.j. jeho
posobenie je lokdlne a v pripade hustého kédovania, opisaného v kapitole 4, aj idealne. Vieme, Ze pri
tomto prenose je prendSany qubit v maximélnej zmesi, a teda unitdrna transformécia jeho stav nijako
nemeni. Takyto pohl'ad je ale nespravny, lebo neberie do tivahy kvantové koreldcie (entanglovanie)
a prave v nich je skrytd prenaSand informécia. Ak by sme do vyrazu pre kapacitu dosadili vystupné
stavy prendsaného qubitu, ktoré si maximalnymi zmesami, tak nepreniesieme Ziadnu informaciu.
Tento postup zodpovedd Bobovmu meraniu iba na jednom qubite. Nas ale nezaujima stav jedného
qubitu, ale stav oboch qubitov. Takze za vystupnu abecedu kanala budeme brat’ styri vysledky
Bellovych merani.

Kapacitu teda budeme pocitat’ pre vystupné Bellove stavy ¢+, *. Ak uvazime, Ze entropia
¢istych stavov je nulova a optimélne kédovanie je m; = i, tak

1 1
C=5(; > i) = S(;1) =logy 4 =2.

Bell.stavy

Tento vysledok sa zhoduje s mnozstvom prenesenej informécie 2 bitov ziskanej v 4.2. Poznamenajme,
ze kapacita je priemerné mnozstvo prenesenej informécie na jedno prenesené pismeno a teda samotnd
informécia ohranicuje kapacitu zdola. V tomto pripade je kapacita vypocitatel'na aj z prvej definicie,
pricom optimélne meranie je prave Bellove meranie a optimdlne kédovanie je m; = 1/4. V tomto
pripade jedno bindrne pismeno (jeden qubit) prenieslo dva bity informécie, ¢o uz bolo diskutované v
spominanej kapitole 4.

Teraz sa pozrieme najprv na pripad nie tiplne entanglovanych &istych stavov. Zo Schmidtovej
dekompozicie vyplyva, ze Cisty stav dvojzlozkového systému, ktorého podsystémy s dvojdimen-
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ziondlne Hilbertove priestory, sa da zapisat’ v nasledovnom tvare

[Y0)aB = @|0)a ® |do)B + B[1)a ® |¢1)B,

kde {¢1]|po) =0 a |a? +|B8|? = 1. Pre jednoduchost’ budeme v d’alsom oznacovat’
10)B = [¢0)B
1)B = |¢1)B

Otdzkou je, ¢i opat’ existuju lokdlne unitdrne transformdcie na A (Alica), ktoré by ddvali §tyri
rovnako rozliitel'né stavy v zmysle prekryvu (E.1), ktoré by v najlepSom mohli byt’ kolmé. Dévodom,
preco sa zaujimame o takéto stavy, je intuitivny predpoklad, ze abeceda zlozend z takychto Styroch
stavov je najlep§ie rozliSitel'nd, a teda pomocou nej sme schopny preniest’ najviac informécie cez
idedlny kvantovy komunika¢ny kanl.

VSeobecn4 lokdlna unitirna transforméicia na dvojdimenziondlnom priestore je vyjadrend maticou
zo Stvorparametrickej grupy U(2) a m4 tvar

U; = elfi(cos 951 + isin;(ni.7)), (6.1)

kde 11} = (sin 6; cos ¢;, sin ; sin ¢;, cos 6;) je jednotkovy vektor okolo ktorého rotujeme o uhol ;'.
Ulohou je néjst’ §tyri lokdlne unitdrne transformicie U; ® 1, ktorymi zo stavu |1p) = «|00) +5|11)
dostaneme §tyri stavy [1;) = U; ® 1|1g), pre ktoré plati

|(4]%)|* = minimum =
= [(4o[Ui" Uj o) |* = | ||*(O[UF" U;0) + |B1*(1|U5 Uy 1)|* =
= | [a*(Wij)oo + B [>(Wij)11]?, (6.2)

kde
Wi = U7Uj,

¢o pri neuvazovani fizového faktoru e v (6.1) dava
Wi; = 1(cos 1 cos j + 0.0 sin e sinep;) + 6. (sin 9y sin 4y (10 x 1j) — sine; cos ;m; + sinp; cos 9;nj),
kde sme vyuzili vzt’ah

oioj = 01 + igjkox.

Z (6.2) vidno, Ze ndm stacia iba diagondlne elementy Wj; a teda sa zo o-matic uplatni iba o3,
lebo iba t4 ma nenulové diagonilne elementy. Takisto ndm staci vediet’ len z-ové zlozky vektorov
i, 1, (3 X ).

Pri oznaceni

a;j = oS 1p; cos P; + Mj.11j sin; sin

bij = sinp; sinep; (0 x 10j), — sin; cos (1), + sinp; cos 9 (1j) ,

kde
nin; = cos 6; cos 0; + sin 6; sin 0; cos(d; — ¢;)

(ﬁ'1 X ﬁ;)z = sinﬁi Sinej sin(d)j — q51)

14y oznatujeme aj stav, aj uhol, ale z kontextu by malo byt’ vidy jasné, o ktory vyznam ide
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plati
(Wijoo = aij + ib;

(Wi = a5 — iby;.
Potom z (6.2) dostaneme
| el (a5 + ibsy) + |BI% (@i — ibyy)|* = (a5 — ibs(|al® — |B]%)) (a5 + ibyj(|al® — B]%))
£.j.
(il i) > = af + b3 (|e)® — |8]*)® = minimum (6.3)

Jednu z transformacii vyberieme ako trividlnu, t.j. Ug = 14. Po jej aplikovani stav nijako nezmenime
a podmienka pre minimum medzi pévodnym stavom a stavmi ziskanymi operaciami pre i=1, 2, 3 ma
tvar

[(4holabi)|? = cos? 4 + sin? o cos? 6;(|a|* — |8*)? = minimum (6.4)

Vyuzijeme teraz vysledok pre Bellov stav |¢T), ktory sme opisovaliv asti 4.2 ako priklad super-
hustého kédovania, pri ktorom minimum=0. Ked’Ze chceme, aby naSe transformacie pre a« = 8 davali
tiez minimum=0, tak nutne

cos® 1 = 0
aij; =0

t.j. ¥y = £7 odkial’ vyplyva, ze |sin;| = 1. Ak toto dosadime do ajj, tak nutne nj.nj = 0, t.j. smery
okolo ktordch rotujeme o uhol ¢; = +7 st na seba kolmé. Zhriime si podmienky, ktoré musia byt’
splnené, ak plati limita Bellovych stavov

hi = i§ (6.5)

.05 = djj (6.6)
Zapisme si ako vyzerajui rovnice (6.3-6.4) po dosadeni tychto podmienok. Najprv si vyjadrime b;;
bij = sin; sinp; (1} X 1),
kde ostatné vyrazy su nulové, lebo obsahuji vyraz cosy; = 0 a oznac¢me
52 = (of? - BP)2.
Potom tieto rovnice maji nasledujici tvar

minimum = sin? ¢); sin? ¢ (1} x 103)2A? = (11} x 11})2A? (6.7)
minimum = cos? ;A2 (6.8)

Predpokladajme, ze transformdcie U; mozu zdvisiet’ aj od a a . Ak porovndme rovnice (6.7) a
(6.8), tak dostaneme rovnicu, v ktorej ndm « a (3 nevystupuju

cos® ; = (10} x 1})2 = sin? §; sin? 0, sin®(¢; — ¢1). (6.9)

Oznaéme cos? 0; = F2, lebo cos? 6; st z (6.8) pre vietky i rovnaké. Potom dostdvame formalne
sustavu dvoch rovnic

(1 — F?)?sin?(¢; — ¢i) = F* (6.10)

29



;.10 = (1 — F?) cos(¢; — ) = F? =0, (6.11)

kde £ je znamienko sti¢inu cos8; cos 0;, pricom vyraz sinf; sinf; mé vzdy kladné znamienko, lebo
0; € (0, ).

Umocnenim rovnice (6.11) a dosadenim

4
cos2(¢j —¢i) = (I_FTQ)Q

do rovnice (6.10) dostaneme rovnicu

F4
(1-F*)*(1 - m) =F?, (6.12)
ktorej rieSenim je
=
3
Zhrnme vysledky
cos® 0; = E
13
cos?h; = 0
_ FF2 1
cos(dj — ¢i) = 112 :F§

Vol'ba 1; je 'ubovol'nd z moznosti (6.5), lebo od tejto hodnoty vébec vysledok nezivisi. RieSenie
pre 6; a ¢; st spolu zviazané, lebo F = Sgn(cos 6; cos ;). P6vod tejto vézby je v (6.6).
Vyberme v; = 7/2, t.j. sint; = 1, potom
U; = i(n;.5).

Vidno, 7Ze pre cos§; nemoze byt’ pre vsetky i=1,2,3 td istd hodnota. Pre jedno i musi byt jedna
hodnota opaénd ako pre zvysné dve, aby sme dostali tri rézne transformdcie. Zvol'me

1
cos 1 = cosby = \/;

1
cosf3 = — 3

Potom nevyhnutne
cos(¢1 — ¢o) = —1/2
cos(¢1 — ¢3) = cos(d2 — ¢3) = 1/2,

¢o plati pre ¢1 = ¢, ¢o = %W + ¢, ¢3 = 5 + ¢. To znamend, Ze je vol'nost’ vo vybere jedného
parametra ¢, ¢o je ale iba vyjadrenim rotatnej symetrie okolo osi, ku ktorej sa voli baza, ¢o je v

nasSom pripade os z.
Ak zvolime ¢ = 0, tak dostavame
o 2 1
n; = (\/;1 07 \/;)
. 1 V2 [1
ng = (_\/ga 9 \/;) (6-13)

30



. 1 V2 1
=055V

Aké je vlastne nase nijdené minimum? Dosad’me do (6.7) alebo (6.8) a I'ahko zistime, Ze
1

minimum = §A2 = §(|04|2 —1B81%)>.
Pre stvorce skaldrnych siacinou teda plati
2 1 ak 1 = j
i) |° = ., 6.14
|<¢|I‘/}J>‘ { %AQ akz#j ( )

kde
[9i) = Ui ® 1jaho).

Tvar matice lokdlnej unitdrnej transformacie Uj je
Ui = ﬁ;&,

kde o-matice st definované vzhl'adom k baze uréenej vektormi? |0)a,|1)a, v ktorej maji tvar (3.5).
Explicitne vypiSeme vektory |;) v Schmidtovej bize

{|00), [10),101),[11)}

1) = (/300 \/30 /36, ~/36)
(fa <_ 1+i£)a,<—\ﬁ —z[ 1. - [ﬁ) (6.15)

Vidno, ze v limite o = 3, t.j. na pomatku mame Bellov stav ¢+, nedosta'wame v nasom pripade
ostatné Bellove stavy. Nase transformécie si nezavislé od « a .

Pozrime sa, ¢o sa stane, ak budeme tymito transformiciami pdsobit’ na niektory zo stavov |t;)
pre i=1,2,3, t.j.

. 5es) = (1).6) (15.5) vho) = i(a2j X 1).Glebo).
Nage tri transformdicie (okrem trividlnej) st urCené troma navzdjom kolmymi vektormi nj v tro-
jrozmernom redlnom vektorovom priestore. Z toho vyplyva, ze vektorovy siéin dvoch z nich dava az
na nasobok +1 treti z nich
0 X 0j = g,k
pre j # i. Trividlna transformdicia samozrejme stav nemeni, a teda aZ na fiazovy faktor sd nase stavy
navzajom spojené tymito Styrmi transforméciami.

Skusme pre tieto stavy zratat’ vyraz pre kapacitu idedlneho kvantového komunikaéného kanila
pri hustom kédovani. Ked'ze ide opat’ o Cisté stavy, pre ktoré je entropia nulova, tak druhy clen
v (4.6) bude analogicky ako v pripade Bellovych stavov nulovy. Numericky sa dé zistit’ optimdlne
kédovanie, ktoré je m; = i. Pri takomto kédovani treba zratat’ maticu

0= Y mio = Y mibi il = 3 3 Wb il

ktorej entropia vystupuje ako prvy vyraz v (4.6). Po zrdtani dostaneme celkom jednoduché vyjadrenie
pre o
|o?

2
= 1% 100001 + 00y + 12

(l01){01] + [11)(11]),
teda dostavame diagondlnu maticu, ktorej entropiu vypoc1tame jednoducho a dostaneme pre kapacitu
C =1~ (laf’log|af® + ||* log |B]*). (6.16)

2Smer tjchto vektorov chdpeme ako smer z.
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6.2 EKVIVALENTNE ABECEDY

V predoslej casti sme predpokladali, Ze rovnako vzdialené stavy budu najlep§ie v zmysle kapacity
idedlneho kvantového komunika¢ného kandla.

Co by sa stalo, ak by sme namiesto U; uvazovali transformécie, ktoré vedd v pripade Bellovych
stavov k Bellovym meraniam, t.j. pouzit’ ako lokdlne transformécie 1,0y, oy, 0, (vid’ 4.2).

Pre takto ziskané stavy

[$0) = |%o)
|§i) = 01 ® 1|vho)
plati
1 aki=jy
(dildi)|> =< A? akij = 01,10,23,32 (6.17)
0 inak

Z tohoto a z (6.14) vidno, Ze transformécie U; a o; ddvaji mnoziny stavov, ozna¢me ich {gi} a {Wi},
ktoré maju odlisnd Struktdru, t.j. nie si navzdjom zviazané iba jednou unitdrnou transforméciou,
t.j. neexistuje Uly;) = |¢;) pre i=0,1,2,3.

Napriek tomu by sme pri poéitani kapacity dostali ten isty vysledok ako aj predtym. Skisme
sa blizSie pozriet’ na dovod, preco su tieto zjavne rozne abecedy, ¢o sa tyka kapacity idedlneho
komunika¢ného kanala rovnaké.

Spolo¢na vlastnost’ tychto mnozin stavov je Bellova limita, t.j. fakt, ze pria = 8 = %, dostavame
ortonormdalnu mnozinu. Vieme, Ze podmienka Bellovej limity implikuje pre tri lokalne transformécie
(6.1) tieto dve vlastnosti

cos?® P =0

n;.nj = djj,

pri¢om §tvrti transforméciu berieme ako jednotkovy operator. Ked'zZe tieto transformaécie si unitarne,
tak dostavame po ich aplikécii na g Styri ¢isté stavy. Pri pocéitani kapacity pre takéto stavy opéat’
sta¢i spoéitat’ entropiu zmesi tychto stavov s rovnakou véhou m; = 1/4, t.j. maticu hustoty

1 1
0= 0= 72 Ui®Lio)(so|Uf @1, (6.18)

kde

Ug=1. (6.19)

Otdzkou je, €i kapacita bude stle rovnakd pri tychto transformaciach, ak plati podmienka nj.nj = 0.
Matica hustoty, ktorej entropiu treba spocitat’ ma tvar

lof2(1 + 3 f lo|? D7, b —in]) af* ), b + inf) af*(1=31
¥ +in)) la[2 3", (0 .0} 4 n¥.n¥) af* Y (0¥ +in})(nf +in}) aB* ), (A —in))

1-ind) a*ﬂzi(n;‘—iniy)(n;‘—iniy) |ﬂ|2zi(niy.niy—|—n?.nf) |,8|2Einiz(n;‘+iniy)
Pn)  ath X, o)) By nen —ind) B+ Y, nnd)

kde nJ; je j-ta komponenta vektora n;. Tieto vektory tvoria uplny ortonormadlny systém, t.j. plati aj
podmienka tplnosti ' _
Z njin%( = §ik,
i
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kde j,k=x,y,z. Po dosadeni tejto vlastnosti do matice dostaneme diagonalnu maticu

lof® 0 0
0o b o o
0= 2 8 2 (6.20)
o o Z° | ﬁ0|2
o o o £°

z ktorej pre kapacitu kvantového komunika¢ného kandla dostdvame vysledok zhodny s (6.16).

Dostali sme teda celi triedu transformécii uréujicich vstupné abecedy, pre ktoré je kapacita
idedlneho kvantového komunikaéného kandla rovnaka. N&§ intuitivny predpoklad, Ze pre rovnako
vzdialené stavy bude kapacita najvacsia, bol nespravny. Poznamenajme, 7Ze nase transformacie davaju
stavy, ktoré rozkladaju ti isti maticu hustoty s tou istou vahou pre kazdy stav.

Treba poznamenat’, ze definicia o-matic je zavisla na vol'be Schmidtovej bazy a teda aj tieto trans-
formicie, ked'Ze su vyjadrené cez o-matice, si na tejto vol'be zavislé. To znamend, Ze ak zafixujeme
transformdcie v nejakej baze, tak v inej baze budud vyzerat’ inak, ak ich budeme chciet’ vyjadrit’ cez
o-matice definované vzhl'adom k tejto inej baze. Stavy, ktoré takto ziskame, uz nebudd navzijom
rovnako rozliSitelné. Prave fakt ekvivalentnych abecied vSak zabezpecuje universalitu vybratych
transformadcii, ¢o sa tyka dosiahnutej kapacity. Pre zhodnost’ kapacity je podstatnd podmienka orto-
gonalnosti vektorov nj. Tieto tri vektory si mdézeme predstavit'zakreslené v trojrozmernom priestore
spolu s Blochovou sférou. Stav |0) zodpovedd smeru z, ktory je vlastnym vektorom matice o,.
Vlastné vektory zvy$nych Pauliho matic zodpovedaji smerom x a y. Vlastné vektory matice .6
st takisto v smere . Zmena Schmidtovej bazy zodpovedd zmene smeru z a tym aj ku zmene osi
x a y. Ak zafixujeme niektord trojicu ortonormdlnych vektorov nj, tak zmena bézy nezmeni ich
ortonorméalnost’.

Vlastnost’, ze transformdcie (6.19) ddvaji vektory medzi ktorymi sa moézeme pohybovat’ iba
pomocou tychto transformécii, sa tyka dplne vietkych stavov (aj matic hustoty). Posobenim trans-
form4cii Uj na stavoch g; = UigoU;r dostdvam opéat’ iba stav z tejto mnoziny, t.j. tdto mnozina
je vzhladom k tymto transformiciam invariantni. Takito mnozinu mézeme prisidit’ F'ubovolnému
stavu gg. Povod tejto vlastnosti je v platnosti vzt’ahu U;U; = iey;;Uy, ktory nemd nic¢ spolotné s
nejakym konkrétnym stavom.

6.3 KAPACITA PRE ZMESI A NEIDEALNY KVANTOVY KO-
MUNIKACNY KANAL

Pokiisme sa zovSeobecnit’ vysledky aj na zmesi. Opit’ vyjdeme z jedného stavu gy, na ktory Alica
poOsobi Styrmi unitdrnymi operaciami a generuje tak Styri pismend abecedy. Kazdu zmes vieme
vyjadrit’ ako konvexnii kombindciu éistych ortogondlnych stavov®, t.j. v diagondlnom tvare

4
00 = D Ml ) (9| (6.21)
i=1

Kazdy ¢isty stav |?) dvojzlozkového systému vieme vyjadrit’ v Schmidtovej baze (Schmidtovej
dekompozicii). Otdzkou je, ¢i pre navzdjom kolmé vektory existuje td istd Schmidtova bdza. Vy-
jadrime jeden z vektorov v Schmidtovej baze

[91) = al0)al0)p + Bl1)a|1)B-

3kazd4 maticu hustoty mézeme chipat’ ako pozorovatelnd, alebo hermitovsky linedrny operdtor, pre ktory existuje
spektralny rozklad
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Teraz sa pozrime ako by mali vyzerat’ zvySné vektory v tejto Schmidtovej baze. Schmidtova dekom-
pozicia je unitdrna transformaécia, a teda aj v Schmidtovej baze musia byt’ vSetky vektory navzijom
kolmé, t.j. jeden z nich (ozna¢me ho indexom i=2) musi mat’ tvar
[93) = 8%|0)al0)B — @*[1)a|1)8
a zvysné dva
[93) = 710)al1)s + 8]1)a|0)5
[%4) = 6%|0)a[1)B — 7" [1)[0)m.

Vidno,ze kazdy z nich je zapisany v Schmidtovej dekompozicii v tej istej baze, ¢o sme chceli.

Teraz na takto zapisant zmes pouzijeme lokdlne unitdrne transformicie U; = 1j6 ® 1, ¢im
dostaneme Styri stavy oj = UjQOUjJF. Na vypocet kapacity pre takto ziskani abecedu vyuzijeme
znalosti z predoslej Casti tejto kapitoly. Zritajme najskoér S(g;). Ked'Ze naSe transformécie si
unitdrne, tak entropia vietkych je rovnaka a druhy €len v (4.6) je rovny

— Z A log A

V d’al’Ssom spocitame entropiu stavu

1 3 1 3 4
~ 13Ut = 30 (Tt U7,
1= = i=

¢o vd’aka linearite U; moZeme prepisat’ na

Q—Z)\ ZU|¢1 WP U
i=1
Vyraz

1 3
n ZU |¢1 ¢1 |U+
j=0

,p

je pre kazdé i=1,2,3,4, zhodny s (6.18). Préive teraz vyuzijeme, Ze zdpis nasich stavov je v Schmidtovej
béze, lebo to bola podmienka, z ktorej sme vychadzali pri vypoc¢toch d’alej. Poznamenajme, ze tato
podmienka nijako neobmedzuje triedu stavov, ktoré moézeme uvazovat’, lebo pre kazdy cisty stav
existuje zapis v Schmidtovej baze. Vysledkom z predoslej casti tejto kapitoly je fakt, ze cely takyto
vyraz je diagondlny v Schmidtovej bize a ak k tomu priddame, ze pre vSetky i=1,2,3,4 su v tej istej
Schmidtovej baze, tak prideme k tomu, Ze celé g je diagonalne v jednej bize, a teda nie ja problém
spocitat’ entropiu takéhoto stavu. Matica p m4a tvar

1
= §(|al2/\1 + (B2 A2 + 7123 + 16 A1) (100)(00] + [10){10])+

1
5 (1o X2 + B M1 + [y[* A + 18] A3) (|01){01] + [11){11]).
Ostdva uz iba urcit’ «, 8,7, ¢ pre nejaké konkrétne gg, pricom plati
o + 181" = Iy[* + |6]* =
Pre takito abecedu je kapacita idedlneho kvantového komunikacného kandla

C:Z)\ilogz\i+1—xlogx—ylogy, (6.22)

i
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kde
x = [e* (A1 — A2) + [7[P(A3 — A1) + Ao + A4

y = a2 = M) + [7P(As = A3) + AL+ X, (6.23)

Vsimnime si niektoré Specidlne pripady. Ak \; = 1/4, tak kapacita C = 0, ¢o je pochopitel'né,
lebo v tomto pripade stav gy a tym aj vSetky ostatné pismend abecedy st Uplnyni zmesami. Uvazme
pripad ¢istého stavu, t.j. napriklad pre A\; = 1 a ostatné \; = 0 pre i=2,3,4. V tomto pripade
dostaneme vzt'ah zhodny so vzt’ahom (6.16), lebo prvy ¢len z rovnice vypadne, x = |a|? a y = |32

Uvazujme pociatoény stav v §pecidlnom tvare

1—s

1.
4

00 = s|to)(wol| +

Aplikujme na tento stav naSe Styri transformécie U;. Dostaneme §tvoricu stavov

B 1—s 1-—s
01 = s|v) (Y| + —l=sei+— 1 (6.24)

pre i207172737 |¢1) = Ull’(/}O)
Zratajme kapacitu idedlneho kvantového komunika¢ného kandla pre abecedu tvorenu stavmi g;

C=5(0) - ; 3502,

kde
1-—s

4

L1 ~
o= Gi=se+ 1,

i
¢o je diagonédlna matica (o je matica hustoty (6.20)). Pri po¢itani S(g;) zvol'me ortonormélnu bazu
{1, ¢1, P2, P3}, v ktorej je matica g; diagondlna, t.j. ked'ze ide o €isty stav md vlastni hodnotu
rovnu jednej, (1 je v kadej baze diagondlna). Dostavame diagondlnu maticu hustoty

382—1 0 O 0
~ 0 L= 0 o0
0i = 4 1
0 0 £ o0
0 0 0 iz

ktord je pre vSetky i=0,1,2,3 rovnaka, aj ked’ pre rozne i je vyjadrend v rdoznych ortonormadlnych
béazach.
Matice, z ktorych potitame entropiu mame v diagonalnej forme. Teda dostavame pre kapacitu

C = 0P o (sZoPo141) SIS o (OPZN)

+352—1 log (352—1) + 3(14—8) log (%)

Graf tejto funkcie je zobrazeny na obrizku 6.1. Vysledok mézeme jednoducho overit’, ak polozime
s=1, tak dostdvame vysledok zhodny s (6.16). Naopak pre s=0, ¢o je pripad abecedy zloZenej z
jedného pismena (tiplnej zmesi), bude kapacita nulova.

Pre isté hodnoty s a « je stav gy separabilny. Na urcenie kritickych hodndt, pri ktorych sa z
entanglovaného stavu, stava separabilny, pouzijeme metédu ¢iastocne transponovanej matice.

Ak Giastotne transponovani matica hustoty je pozitivne semidefinitnd, t.j. oP?alT > 0, tak
stav opisany maticou hustoty pre dvojqubitovy systém je separabilny. Poznamenajme (vid' [8]),
Ze toto tvrdenie vyjadruje nutni a postacujicu podmienku separability iba pre 2x2 a 2x3 systémi
a neplati pre 'ubovol'né zlozené systémy, kedy vyjadruje iba nutni podmienku, t.j. existuju v
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Obrazok 6.1: Graf kapacity kvantového komunika¢ného kanila so vstupnou abecedou generovanou
stavom @y = s|1o) (1| + 321 v zdvislosti od parametrov |a|? a s.

takychto systémoch aj entanglované stavy s pozitivne semidefinitnou ¢iastoéne transponovanou mati-
cou. Ciastoéne transponovani maticu P2 T definujeme na dvojzlozkovom systéme, kde baza v A
je urcena latinskymi pismenami |i) a baza v B gréckymi pismenami |u). Matica hustoty je oii 4 a

J ymi p g ymi p H y Je Gij,u

partial T __
ip,jv = Civ,ju

je potom Ciastotne transponovand matica cez systém B. V naSom pripade

s(4|a\24—1)+1 0 0 0
~partial T _ 0 25 sap* 0
% 0 sa* % 0
3—4jal?)+1
0 0 0 s( |f| )

Vlastné hodnoty tejto matice si
AL = s(4|a\24—1)+1 >0
Ap = 3L 5
A3 = 1—s+4s|a||B] >0
—s—4
Ay = 1—s 4s|o¢Hﬂ|

kde iba poslednd vlastnd hodnota je mensia ako nula (t.j. stav je entanglovany) prave vtedy, ak

1

s> —— (6.25)
1+ 4fa||B|
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V pripade rovnosti nastava prechod medzi separabilnymi a neseparabilnymi stavmi. V reci kvan-
tovej komunikacie to znamend prechod medzi mnozinami stavov pouzitenych na husté kédovanie a
stavov nepouziteI'nych. Pozrime sa ako vyzerd kapacita kvantového komunikaéného kandla prave v
pripade rovnosti. Pre jednoduchost’ zapisu polozme || = a a |3| = (8 a pre kapacitu dostaneme

C= m&aﬁ log(1 + 4aB) — (a? + 2aB) log(a? + 2a8)—
— (8% +2aB) log (B + 2a) + (1 + af) log(1 + aff) + aflog aff}.

Minimum nastéva v pripade Bellovych stavov, kedy

1 4

C= 3 log 3"

Toto nie je az také prekvapujuce, ak si uvedomime, ze v tomto pripade je Sum, t.j. vyraz 1 —s,

maximalny. Maximum nastdva v pripade a = 1, kedy s=1 a C=1, ¢o je v zhode s o¢akdvanim, lebo

v tomto pripade ide o idedlny komunika¢ny kanal pre Cisty separabilny stav. Abeceda je tvorena z

dvojic rovnakych stavov, pricom tieto dvojice st navzajom ortogonalne. Teda abeceda je v skutoc¢nosti
bindrna ortogondlna, pre ktoru je kapacita C=1 (vid’ ¢ast’ 5.2).

Poznamenajme, ze rovnicu (6.24) mézeme chipat’ aj ako posobenie kvantového komunikaéného
kanéla na vstupné stavy |1;)(1;|, priom g; si vystupné stavy, ktoré vystupuji vo vyraze pre kapacitu,
t.j-

[i) (il = i — 6

Takyto kvantovy komunikaény kandl budeme nazyvat’ sumovy.

6.4 KAPACITA PRE NxN ENTANGLOVANE STAVY

Predstavme si td istu situdciu s tym rozdielom, Ze Hilbertove priestory Alici a Boba nie si dvo-
jrozmerné, ale N-rozmerné, a stavy na tychto priestoroch budeme nazyvat’ quiNity. Na N x N zlozenom
systéme mozeme zadefinovat’ analég Bellovych stavov (maximélne entanglovanych stavov, ktoré tvo-
ria ortonormdlnu bazu na Hy ® Hgp) nasledovne

[Ymn)AB = Z 2mi(3n/N) (1) o] G + m)modN)g,
j=0

kde [j) o) je nejakéd ortonormélna biza na A(B) a m,n=0,..N—1 oznacuji N? bazovych Bellovych
stavov.
Schmidtovou dekompoziciou vieme kazdy ¢éisty stav |¢oo)ap previest’ na tvar

N-1

|[pooyas = Y jlij)as,

=0
kde [jj) = |j)ali)B. Teraz hladdme N? lokdlnych unitdrnych transformicii, t.j. U; = U; ® 1, ktoré

spiﬁajl'l Bellovu limitu, t.j. pre aj = 1/v/N pre vsetky j dostdvame N? navzéjom kolmych stavov.
Vseobecnd lokdlna unitdrna transformadcia na N-rozmernom priestore je

U; = exp(i Z n}‘Ak),
k

kde Ay st bdzové prvky Lieovej algebry su(N). Staéi ndm uvazovat’ Lieovu algebru su(N) namiesto
u(N), lebo u(N)=su(N)du(1), ¢o znamend, Ze unitdrna transformdicia sa d4 zapisat’ ako siéin kom-
plexného &isla s jednotkovou normou a matice z SU(N). Naviac my ddvame Uy = 14 a teda hl'addme
uz len N2 — 1 lokélnych unitdrnych matic, ¢o je prave dimenzia su(N).
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Uvazujme lokédlne unitdrne transformaécie

pre ktoré plati
|¢mn>AB = Umn|’¢00)AB-

Zapdsobme tymito transformdciami na 'ubovolny &isty stav |oo)ap zapisany v Schmidtovej baze.
Oznacme

|¢mn>AB = Umn‘¢00>AB-
Pre urcenie kapacity potrebujeme spocitat’ maticu hustoty

N-1

QAB—W Z |¢mn ¢mn|

m,n=0

lebo vo vyraze pre kapacitu (4.6) vystupuje z dévodu, zZe |¢mn) su Cisté stavy, iba prvy ¢len, t.j.
entropia tejto zmesi.

orn = % 3 RO s 1 m)(s] © 1) oo (ool ([6)(t + m] @ 1) =

mnst

5 > opale X5 m)(s[p)(q[t)(t + m| ® [p){al,
mnstpq

kde sme dosadili za |¢go). Teraz vyuzijeme vzt'ah
N-1
S Ao — N,

a dostaneme

2 [N—-1
an = = 3 g Plp-+ m)(p +m| @ [p) ol = Z 1968 15~ 1o+ m)(p + mI| @ [p)ol.

mp m=0

Vidime, Ze p je vlastne diagondlna matica N? x N2

N ]_N XN «ceeeeann O
O e 0
0. 1201 1 nxn
Pre kapacitu teda dostdvame
N—1
C=1logyN — Z o |?,
i=0

o je prirodzenym rozsirenim kapacity dvojdimenziondlneho pripadu.
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6.5 PAULIHO KANAL PRE ENTANGLOVANE STAVY

V tejto casti bude Alica Pauliho komunikaénym kandlom posielat’ qubit entanglovany s Bobovym
qubitom. Posobenie na stav giAB vyzerd nasledovne

0i — = (1 — p)oi + pxox ® 10iox ® 1g + pyoy @ 1ppioy ® 1 + p,0, ® 1goio, @ 1g,  (6.26)

kde pouzivame oznacenia z (5.6) a
i = Uieo Uy,

kde Uj su $tyri Alicine transformécie (6.19), pomocou ktorych kéduje.

Opat’ pre p; = q takyto kandl nazyvame depolarizacny.

K urceniu kapacity treba (4.6) spocitat’ pre stavy of, t.j. pre vystupné stavy. Posobenie jed-
notlivych Krausovych operatorov vyzera nasledovne

000, = (0')? 0o + inf'[(1i;, x )G, 0o] + (1, x 1)F) 0o ((1i), x 1))

kde 1, je jednotkovy vektor, ktory md na u-tom mieste jednotku, a pre jednoduchost’ pri zdpise
vynechidvame kartézsky siéin s jednotkovym operatorom na systéme B.

Vystupny stav bude sc¢itanim cez stavy ziskané posobenim jednotlivych Krausovych operatorov,
t.j.

3 3
g =(1-p) Y ougoounin! + 3 pu{(nf) oo +imd'[(, x W), 00] + (1, x 1)F) oo (15, x 1))}
wv=1 p=1

Chceme spocitat’ maticu hustoty
1
e="72 ¢
i

Ni¢ nds samozrejme neopravituje k vol'be kédovania m; = 1/4, ale ani numericky nie je tloha
lahko zvliadnutel'nda kvoli velkému poctu parametrov. Na§ vysledok bude prinajhorSom dolnym
ohrani¢enim pre kapacitu. Po vyuziti plnosti systému vektorov n; dostaneme

0= 710 P oo+ Y 0u00) + Y puleo + 3 ovesci)]
7 B vEW

¢o je nezavislé od vol'by Alicinych transformdcii uréenych trojicou navzdjom kolmych jednotkovych
vektorov.
Kapacita

C=5(0) - S(; Y2l

vSak uz pre I'ubovol'ny kanil nemusi byt’ vobec rovnakd pre rézne volby Alicinych transformécii.
Aj ked zdanlivo nevystupuju v prvom vyraze, tak v druhom uréite vystupuji. Prave je otazkou,
pri ktorych Pauliho komunikaénych kandloch je kapacita rovnakd pri roznych vol’bdach Alicinych
transformacii.

Pozrime sa, ¢o dostaneme pre kapacitu v pripade depolarizaéného komunika¢ného kandla, t.j.
Py = q. V pripade bindrnej abecedy mali vystupné stavy stdle rovnaku entropiu. Predpokladajme
dve rozne abecedy uréené vol'bou Alicinych transformadcii. Zvol'me lokdlne unitdrne transformaicie,
ktoré davaji navzijom rovnako vzdialené stavy (6.14) a transformécie, ktoré si uréené o-maticami
(6.17). Tieto transformdcie aplikujeme na stav

%) = |00) + B[11)
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Obrazok 6.2: Zavislost’ kapacity depolarizatného kvantového komunika¢ného kanila od parametra
q, ktory charakterizuje tento komunikaény kanél, a od |a|?.

a ziskavame tak vstupné stavy komunika¢ného kandla. Numericky sme spocitali vlastné hodnoty
matic hustoty vystupujicich vo vyraze pre kapacitu, t.j. opisujicich vystupné stavy, ktoré vysli v
obidvoch pripadoch rovnaké, a sice

AL = 2qjal?

A2 = 2q||?

A3 = 5(1 —2q+ /(1 = 29)” — 16q[aP[B(1 — 3q)) 2
A3 = 5(1—2q - /(1 - 2q)2 — 16q[a?[B[2(1 — 3q)).

To znamenad, ze aj entropia tychto vystupnych stavov je rovnaka.
Dalej plati

1
0= 7(e0+ > oueooy),
I

¢o je vlastne stav (6.20). Kapacita C = S(p) — S(g!) je potom tiez rovnakd pri obidvoch abecedich.
Po dosadeni dostavame

C =1~ (laf’ log|a” + 8" log|B|*) = D_ Xilog A;. (6.28)

Graf tejto funkcie je na obrazku 6.2, kde vidno, Ze pre q=0 dostdvame kapacitu idedlneho komu-
nika¢ného kandla pre Cisté entanglované stavy (6.16).
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6.6 HUSTE KODOVANIE A MIERY ENTANGLOVANIA

Pokusime sa zaviest’ mieru entanglovania. Pri jej zavedeni sa pokidsime vyuzit’ jav zvacésenia kapacity
bindrneho kandla, ak sa pouziva tzv. husté kddovanie.

Niekto posiela qubity Alici a Bobovi. Tieto qubity tvoria spolu §tvorrozmerny Hilbertov priestor
a vSeobecne si opisané maticou hustoty pap. Alica svojimi lokdlnymi transforméciami pripravuje
pismend abecedy, ktoré sa prenaSaji komunikacnym kanalom. Na druhej strane ¢aka Bob a kazdy
prichddzajuci qubit spoji so svojim qubitom a na tomto pare qubitov robi meranie s cielom zistit’
posielany stav. Kapacita je kvantita, ktora hovori ako najuispesnejsie méze rozoznat’ Alicinu spravu.
Takyto prenos nazyvame hustym kédovanim.

Predpokladajme, Ze mame stav gap, ktory zdiel'aji Alica a Bob. V tomto pripade vieme uréit’
kapacitu idedlneho komunika¢ného kandla. Budeme ju oznacovat’ C{™, 5, kde A — B oznatuje smer
posielania spravy. Podla (6.22) plati

CY,5 = 1+ S(0a) — S(0aB),

kde
x 0
oa = Tr(oaB) = < 0y )

a x,y st dané rovnicami (6.23).

Za povSimnutie stoji fakt, Ze kapacita zavisi od toho, ¢i posiela Alica alebo Bob. Dévod je v tom,
7e vo vSeobecnosti pa # gp. Vidno to aj z vyjadreni x a y (6.23), v ktorych staci zamenit’ A3 za Aq
a dostdvame x',y’, ktoré tvoria diagondlne prvky op. Kapacita teda pre niektoré zmesi, ktoré Alica
a Bob zdiel'aji moze spifat’ nerovnost’

ent ent
CA—>B CB—)A'

Pre ¢isté stavy plati v tomto vzt’ahu vzdy rovnost’, lebo kazdy &isty stav vieme zapisat’ v Schmidtovej
dekompozicii.

Pri &istom bindrnom prenose Alica pripravuje stavy iba dva a Bob odhaduje poslany qubit iba
meraniami na nom samotnom. Alica pripravuje stavy s rovnakou entropiou. Uvazujme iba idedlny
komunika¢ny kandl a vieme (Kapitola 5), ze v tomto pripade je (5.4) abecedou, ktord maximalizuje
komunikaény kandl, ak jeden zo stavov mame zadany. Tito kapacitu bademe oznagovat’ CR™, a
plati

CRnp =1+ |al’log|al* + |8 log |BI*-

Problém je ako porovnat’ tieto dva druhy prenosu, alebo aky stav priradit’ Alici (Bobovi) pri
bindrnom prenose, ak mame dany stav pap, ktorého miera entanglovania nas zaujima.

Predpokladajme, Ze medzi systémami nie je ziadna klasickd korelacia. Stav, ktory pride k Alici
(Bobovi), je potom ga(oB). Tento stav mézu pouzit’, bud’ na husté kédovanie, alebo na prenos
bindrny. Ked'ze sme vylacili moznost’ klasickej korelacie, tak vSetka korelicia medzi systémami
je kvantova, t.j. entanglovanie. Rozdiel kapacit medzi prenosom hustym a bindrnym by mohol
vyjadrovat’ Ciselne entanglovanie (oznatme E) v stave gap. Treba vziat’ do dvahy fakt, ze kapacita
v hustom pripade zavisi od odosiel'atel’'a. Zadefinujme

1 . .
E(oaB) = §(CeAni>B +CE% A — O — CB5A)
Po dosadeni dostavame vzt’ah, ktory vyzera vel'mi jednoducho

E = S(oa) + S(oB) — S(0aB).
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Je to vlastne iba vel'mi zndma vlastnost’ entropie zndma ako subaditivnost’ (vid’ ¢ast’ Entropia). Je
zname, ze F vyjadruje mieru koreldcii medzi podsystémami. My sme ju dostali ako rozdiel kapacit
idedlneho binarneho kandla pri hustom a oby¢ajnom kédovani. Vidno, ze E = 0, akk pap = oA ® 0B,
t.j. su separabilné, ale aj klasicky nekorelované. Existuju separabilné stavy, pre ktoré by E # 0. Pre
cisté stavy E = 2S(0a(m)), €0 je zndma miera na Cistych stavoch.

Problém je, ak klasicky stav je aj klasicky korelovany. Skiisme sa pozriet’ na separabilitu
I'ubovol'ného stavu gap metédou CiastoCne transponovanej matice. Kazdy stav modzeme zapisat’
v spektrdlnom tvare (6.21)

4
0\ /.10
00 = D Aild) (47
i=1
Zapisany v Schmidtovej baze je urfeny parametrami o, 3,7,d0,A; pre i = 1,2,3,4, z ktorych je 5
nezavislych. Po transponovani cez systém B ma tvar

Ailaf? + Aol 0 0 75003 = M)
Ty _ 0 A3l67 + Xaly? aB(h = A9) 0 (6.29)
2aB 0 B = A Aald]? + Al 0 '
~8(A3 — A1) 0 0 Xolaf® + X612
Pre vlastné hodnoty takejto matice plati
K1 = %()\1 + X2 — VP)
1

K2 = 3(A1 + A2 + VP) 6.30
k3 = z(A3 + A — Q) (630
ke = 5(A3+ M +VQ),

kde
P = 4py]26]2 (A3 — )2+ (A1 — A2)%(1 — 4|e)?|B%)

Q = 4[a? B2 (A1 = X2)® + (Ag — Au)2(1 — 4y [*[8]?).

Ak niektoré vlastné ¢isla si zaporné, tak potom tento stav je neseparabilny, V naSom pripade st
Ko, k4 vZdy kladné. Podmienky, za ktorych su zvysné dve vlastné hodnoty kladné su

(A1 + X2)? — 477|612 (A3 — Aa)?
(A1 — Ag)?

A3 + )\4)2 — 4|a|2|/3|2()\1 — )\2)2
1 —4|y[2|6)%) < (A3 .
( | | | | ) ()\3 )\4)2

Pre konkrétne zadany stav by sme teda vedeli urc¢it’, kedy je separabilny a kedy je entanglovany.
Stdle vSak E nevyjadruje mieru entanglovania, lebo entanglovany stav moéze byt’ aj klasicky korelo-
vany. Tu sme vlastne v jadre problému pri uréovani miery entanglovania. Nie je zndma operécia,
ktord by oddelila klasickd koreldciu od entanglovania. Urobenim ¢iastocnej stopy ignorujeme vsetky
korelicie. Ciastoénou transpoziciou rozli§ime “iba” medzi separabilnymi a entanglovanymi stavmi.

Ak by sme chceli, aby nasSe E pre separabilné stavy gap = > ; pigiA ® giB dévalo nulu, tak mézeme
zadefinovat’

(1~ 4jaf?|B*) <

E(ea) = min Zpl (o) +S(o Zpl ohn)

¢o by mohla byt’ miera entanglovania. Podmienky E1,E2,E4 su splnene. Problém je s podmienkou
E3.

Povodnou snahou bolo zaviest’ mieru, ktord by sa dala jednoducho aj spocitat’. Tato “miera”
tito vlastnost’ nespiﬁa.
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Kapitola 7

ZAVER

Vysledky diplomovej prace st v kapitole 6, kde sa podarilo spocitat’ kapacitu idedlnych kvantovych ko-
munikaénych kanalov pri hustom kédovani pre 'ubovol'ny stav, ktory pri tejto procedire pouzivame.
Zéaroven sme nasli triedu transformécii, ktoré generujii abecedy, ktoré si, ¢o sa kapacity tyka, ekvi-
valentné. Pre triedy stavov vyjadrenych v Schmidtovej dekompozicii v nejakej baze (Schmidtove))
sme na$li lokdlne unitarne transformaécie, ktoré transformuji tento stav na stavy, ktoré si navzijom
rovnako rozlisitelné v zmysle prekryvov (overlap). Tieto transformdcie si univerzdlne pre dant
Schmidtovu bazu. Dalej sme husté kédovanie rozsirili na N x N systémy, kde sme tiez spoéitali
kapacitu v pripade cistych stavov. Rozoberali sme pripady Sumového a Pauliho komunikaéného
kandla (Specidlne depolarizacného). Na zdver sme sa pokusili zaviest’ mieru entanglovania motivo-
vand hustym kédovanim. Toto sa nepodarilo dotiahnut’ do tspesného konca. Popritom sa ukazala
nesymetria kapacity komunika¢ného kandla pri zmene odosiel'atel’a a prijemcu.

Problémom pri uréeni kapacity (4.6) je nédjst’ najoptimélnejsie kédovanie 7. Véaésinou stavy, z
ktorych sa kapacita po¢itala, mali rovnakt entropiu. Pre N=2, sme v takomto pripade stavov dokazali
, Ze optimalnym je kédovanie m = 1/2. Pre husté kédovanie s nedplne entanglovanymi ¢istymi stavmi
sme to v naSom pripade numericky spocitali, ze optimélne je m; = 1/4. Ak je entropia stavov rovnaka,
tak druhy ¢len je nezavisly od kédovania. Maximalizovat’ kapacitu znamena maximalizovat’ entropiu
zmesi vystupujicej v prvom ¢lene. Vyslovime nasledujicu hypotézu:

Ak je zmes o tvorend N stavmi s rovnakou entropiou, tak entropia tejto zmesi je maximdlna, akk
kédovanie bude prdve m = 1/N. Inymi slovami

max §(3" m0) = S(x Y 00)

Intuitivnhym doévodom, podporujicim tito hypotézu, je interpreticia entropie ako miery naSej
neznalosti o systéme v danom stave. Nie je Ziadny dovod, pre¢o by niektory z tychto stavov, mal
byt’ pri prenose uprednostiiovany.
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Dodatok A

TEORIA PRAVDEPODOBNOSTI

Definicia:Nech X je mnoZina a S je systém podmnozin taky, Ze
()0, X €S
(ii){Ej}jeJ €ES= UJEj €S
j€

({li))EeS=X\E €S
Systém podmnozin nazvyvame o-algebrou.

Definicia:Funkciu g : S — R™T s vlastnost’ami
(Hu@) =0
(ii){Ej}jes €S, EjNEx =0 prej#k = u(N) = X u(E)

jeJ jeJ
(ii)(X) = 1
nazyvame pravdepodobnostnou mierou p na mnozine X.Vlastnost’ (ii) nazyvame o-aditivnost’.

Definicia: Pravdepodobnostny priestor je trojica (X,S,u), kde X je mnozina, na ktorej je defino-
vand o-algebra S a pravdepodobnostnd miera y. Prvky z S nazyvame nidhodné udalosti.

Pre kone¢nii mnozinu je o-algebra generovand samotnymi prvkami mnoziny a pravdepodobnostnii
mieru stac¢i zadefinovat’ tiez na tychto prvkoch (vid’ definiciu hustoty pravdepodobnosti).

Definicia:Ak X=RN, (resp. X je spocitatelna mnozina), tak hustotou pravdepodobnosti nazveme
funkciu p: X— (0, 00), ktord splna nasledovny vzt’ah

/Xp(x)dx =1, (resp. Z p(x) =1),

xeX

kde dx je Lesbeguova miera na RN. Kazd4 hustota pravdepodobnosti definuje pravdepodobnostnii
mieru na RN (resp. X).

Definicia:Budeme hovorit’ , Ze zobrazenie £ : X — R je ndhodnd veli¢ina na pravdepodobnost-
nom priestore (X,S,u), akk ¢ 1(I(a,b)) € S pre vietky intervaly I(a,b)C R.

Definicia:Kazd4 nahodna veli¢ina ¢ jednoznaéne definuje vijberovy pravdepodobnostny priestor (R,B, P¢),
kde P¢(I(a,b)) = u(é~*(I(a,b))) pre vetky intervaly.Systém intervalov tvori o-algebru B na R.

Ak £(X) C R je spocitatelnd mnozina,tak & je diskrétna ndhodnd veli¢ina. Zrejme existuje
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hustota pravdepodobnosti pg na (X) takd, ze plati

P¢(E) = Z p¢(x) pre vietky E C ¢(X).
x€E

Podobne, ak £(X) je spojity (nespoéitatel'ny) priestor, tak existuje hustota ps na X taka, ze
3

P¢(E) = / pe(x)dx pre vietky E C £(X).
E
V tomto pripade hovorime, ze £ je spojitd ndhodnd veli¢ina.

Definicia: Distribuc¢nd funkcia F:R—R ndhodnej premennej & je definovana rovnost’ou

F(x) = Pe({y : £(y) <x}).

Definicia:Mnozinu {& : i = 1,...,N}, kde kazdd & je ndhodnd veli¢ina na (X,S,u), nazveme
systémom ndhodniych veliéin na tomto pravdepodobnostnom priestore. Vyberovy pravdepodob-
nostny priestor systému {& : i = 1,...,N} definujeme ako trojicu (RN, Q,P), kde Q je o-algebra
na kartézskom siéine RN, ktorej prvky st kartézske stéiny prvkov zo o—algebier Q; vyberovych
priestorov jednotlivych &. Pravdepodobnost’ P je definovani vzt’ahom

pre vietky K C 2, K=K; X ... X Ky, kde K; C ;.

Definicia:Nech &i,...,{x je systém ndhodnych veli¢in s vyberovym priestorom (X, Q,p¢, . ¢y), kde
XC RN. Uvazujme podsystém systému nihodnych velicin B={¢ : i € B}, kde B je podmnozina,
mnoziny indexov {1,...,N}. Vyberovy priestor podsystému B je (X4 B @ nXcard B pB) kde PB
je dané hustotou margindlnej pravdepodobnosti

PB({Xi i€ B}) = Z z p§1---§N(X1" . .XN).

i¢B x;€X
V pripade, ak je ndhodné veli¢ina &; spojita , tak suma pre toto i prechadza na integral.
Definicia: Ndhodné udalosti A,B sa nazyvaji nezdvislé, ak
P(ANB) =P(A)P(B).

N4hodné veli¢iny £,m : X — R sa nazyvaju nezdvislé, ak st nezavislé udalosti £ 1(E),n (F) pre
vSetky intervaly E.F, t.j

PEHE) Ny H(F) =P(EH(E)P(n ' (F)).

V tejto definicii je istd jemnost’ v chdpani ndhodnych udalosti. Vieme, Ze ndhodné udalosti st
prvky zo o-algebry definovanej na nejakej mnozine X. Ak vyjdeme z definicie pravdepodobnosti, tak
je zrejmé, ze pre dva prvky o-algebry plati P(A N B) = 0, ak je prienik tychto mnozin prizdna
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mnozina. Nie je ziadny dovod, preco by takéto dva javy mali mat’ nulovi pravdepodobnost’, a ani
to nezodpoved4 nasej skiisenosti.

Vtip je v tom, ze nezavislost’ sa tyka dvoch udalosti, ale v roznych ¢asoch. Pravdepodobnost’
dvoch takychto udalosti bude definovans na kartézskom sicéine X x X. Vsetky moznosti, o ktoré sa
mozeme zaujimat’ sd prvky o-algebry na kartézskom sucine, ktord je definovana cez o-algebru na
mnozine X. V tejto definicii je pravdepodobnost’ definovana na kartézskom sicine X x X. Mnozinu
A chipeme ako A x X a B ako X x B.

Pre systém ndhodnych veli¢in tato definicia hovori , Ze hustota pravdepodobnosti p¢, . ¢, ktord
je definovans na RN analogicky ako p¢ v jednorozmernom pripade, (t.j. P(K)=[k P¢,,....ey (x)dx), sa
d4 zapisat’ ako sicin jednorozmernych hustot pravdepodobnosti pre jednotlivé ndhodné veli¢iny pe;,
t.j.

N
Pér,...én (Xla .- ’XN) = H pﬁi(xi)a
i=1
tak systém nahodnych veli¢in je nezavisly.

Teraz sa pokisime zaviest’ pojem podmienenej pravdepodobnosti. Zatneme s prikladom:

Nech N je pocet 'udi v skupine, medzi ktorymi je m muzov a z nich je k vysokych. Akd je
pravdepodobnost’ P(V|M), ze v tejto skupine je ndhodne vybraty muz vysoky? Zrejme

k

P(V|M) =—= :M

P(M)

23|z~

Dostali sme teda pravdepodobnost’, Ze ak jav spiﬁa podmienku M, tak bude spiﬁat’ aj podmienku V.
Co je v tomto pripade vyberovy priestor X a aké je o-algebra, na ktorej je definovans pravdepodob-
nostnd miera? Aké mozZnosti vlastne pri tomto probléme uvazujeme? Mame Styri moznosti: vysoky
muZz, maly muz, vysokd Zena, mald Zena. Toto je nd§ vyberovy priestor X. Ked'ze ide o koneénu
mnozinu, tak za o-algebru mozeme vziat’ mnozinu vSetkych podmnozin mnoziny X.

Vlastne kvoli pripadom, ked’ mnozina nie je spocitatel'nd, potrebujeme objekt o-algebry, na
ktorom definujeme pravdepodobnostni mieru, lebo nie vzdy m& zmysel definicia pravdepodobnostne;j
miery na jednotlivych prvkoch X. Ide prave o pripad, ak X je spojitd mnozina, na ktorej ak by mal
jeden bod nenulovt pravdepodobnostni mieru, tak cely priestor by mal mieru oo.

Na tomto naSom priestore si moézeme zadat’ $tyri podmienky (popripade ich kombindcie):vybraty
prvok, t.j. c¢lovek, je muz, je zZena, je vysoky, je maly, pricom vidno, ze kazda z tychto podmienok
vlastne rozdel'uje X na dva podpriestory, z ktorych kazdy je prvkom o-algebry, t.j. ma urcent
aj pravdepodobnost’. Podmienend pravdepodobnost’ nie je pravdepodobnost’ urcend jednou pod-
mienkou (napr. ¢Elovek je vysoky muz), lebo hodnota tejto pravdepodobnosti je uréend hned’, ak
si uvedomime, ze tito podmienka vlastne urcuje prvok zo o-algebry, ktorého pravdepodobnost’ je
zndma. Podmienend pravdepodobnost’ je spojenie dvoch podmienok, ktoré uréuju dva prvky zo
o-algebry. To spojenie ma vyjadrovat’ pravdepodobnost’ splnenia jednej podmienky, ak druhd uz
plati. To jest druha podmienka ndm uz rozdelila X na dva podpriestory a mna zaujima pravdepo-
dobnost’ prvej podmienky iba na podpriestore, kde druhd podmienka plati, ¢o sa d4 zapisat’ prave
tym vzt’ahom, ktory je uvedeny ako posledny.

Vysledky z predchadzajiceho prikladu sa dajd rozsirit’ na I'ubovol'nti mnozinu X s definovanou
o-algebrou S a pravdepodobnostnou mierou P. Dalej majme mnozinu podmienok M, ktord nim
urcuje, ktory prvok z S mame brat’do ivahy, ak sa zaoberame podmienenou pravdepodobnost’ou za
podmienok M. Tento prvok Xyr zo o-algebry tvori novy vyberovy priestor, na ktorom je o-algebra
Sy definovand mnozinami, ktoré vznikni ako prienik Xy s mnozinami z povodnej o-algebry S.
Vidno, Ze takto definované Syt je skutoéne o-algebrou na Xy;. Pravdepodobnostnd miera Py na
Swum je tiez jednozna¢ne uréend z P vzt'ahom Py (E)=P(E)/P(Xy) pre vietky E € Sy. Analogicky
ako v priklade plati, Ze Py nie je eSte podmienenou pravdepodobnost’ou. Potrebujeme nejaké iné
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podmienky V, ktorych pravdepodobnost’ splnenia, ak su uz podmienky M splnené, nds zaujima.
Podmienky V takisto uréia trojicu(Xy, Sy, Pyv) podobne ako pre M. Podmienend pravdepodobnost’
je potom

P(Xy N Xym)

P(V|M) = PM(XV n XM) = P(XM)

(A1)

Definicia: Hustotou podmienenej pravdepodobnosti nazveme nezapornu funkciu pyp, ktord spifla
P(VIM)= vaﬂXM pvjmdxm pre spojity pripad. V diskrétnom pripade integrdl nahradime sumou.

Uvazujme systém ndhodnych veliéin £1,...,&N, z ktorych vyberme podmnozinu B ndhodnych
velicin. Pomocou tejto podmnoziny moézeme zadat’ podmienku, napr. v pripade diskrétnych ndhodnych
velicin aby & = x; pre vSetky & €B. Uvedomme si, Ze cely vyberovy priestor tvori kartézsky
sucin vyberovych priestorov jednotlivych ndhodnych veliéin &, takze dand podmienka je splnend
na kartézskom sucine, v ktorom su zafixované niektoré sucinitele prave touto podmienkou. Takto
vzniknutd mnozina tvori novy vyberovy priestor, na ktorom skimame druhd podmienku C, ktorad
moze byt uréend fixnymi hodnotami nejakych este nezafixovanych ndhodnych veli¢in, t.j. pre & ¢B.
Hustota podmienenej pravdepodobnosti je v §pecidlnom pripade C= BC, kde B je mnozina vietkych
& ¢B, uréend vzt'ahom

ppop(xi € BY) = Pé;f{b; (Xll . ;3"}1;), ak pa({x; : i€ B}) #0. (A.2)

Teraz sa eSte oboznamime s Bayesovym zdkonom pre podmieneniy pravdepodobnost’. Tento zakon
suvisi s pohl'adom na samotny pojem pravdepodobnosti. Niekedy sa pravdepodobnost’ chipe ako
relativna frekvencia, ¢o mé vyznam, ak pocet opakovani pokusu je nekoneény, ¢o ale nezodpoveda
uplne realite. Samotny zdkon je vyjadreny nasledovne

P(A[B) = P(B|A)P(A)/P(B). (A.3)

Tento zakon ma vyznam v samotnej interpretacii merania. D4 sa dostat’ dost’ trividlne zo samotnej
definicie podmienenej pravdepodobnosti (A.1) porovnanim P(A|B) a P(B|A).
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Dodatok B

POJMY {-DIVERGENCIE,
f-ENTROPIE, {-INFORMACIE

Motivéciou k zavedeniu pojmu f-divergencie je problém kvantitativneho posidenia podobnosti dvoch
pravdepodobnostnych modelov toho istého redlneho systému. Pri pevnom X ide o rozliSitel'nost’
hustot pravdepodobnosti, alebo im prislusnych pravdepodobnosti.

Definicia:f-divergenciu budeme oznatovat’ D¢(P1, P2) a definovat’ pre I'ubovol'nd konvezni funkciu
f, t.j. f(z) je spojitd a ku kazdému zg existuje A\(zg) také, ze plati £(z)>1(z0)+A(z0)(z-20) pre z# zo,
definovani na (0,00), ktord je naviac striktne konveznd v bode z=1, t.j. f(z)>f(1)+A(z-1) pre z#1,

vyrazom De(P1,Ps) = 3" palx ( 8) , (B.1)

x€X

Za maximélne divergentné (nepodobné) je prirodzené povazovat’ také modely, v ktorych su
pravdepodobnosti P a Py ortogondlne, t.j. existuju disjunktné podmnoziny E,FCX, pre ktoré plati
Pl(E) =1a PQ(F) =1.

Ak zadefinujeme funkciu f(z)
vlastnosti m4 aj f, pricom f(1)=
predpokladat’, ze £(1)=0.

Pre f-divergenciu platia tieto nerovnosti

=f(z)—£(1), tak pre f je konvexni a striktne konvexnu v z=1 tieto
0. Teda méZeme bez naruSenia vSeobecnosti definicie f-divergencie

f
0 < D¢(P1,P2) < £(0) + lim fz)

Z—00 7
kde Tava rovnost’ plati, akk Py = Pg, lebo vtedy g—; =1 a f(1)=0. Pravd rovnost’, ak ( v pripade
f(0)+ lim @ < oo prave vtedy, ked’) si navzdjom ortogondlne. Uvedieme si niekol’ko prikladov
Z— o
f-divergencii:

e I-divergencia: f(z)=zlog(z) a analytické vyjadrenie

p1(x)
I(P1,Py) = ) pi(x x)log >
xe€X (X)

e B-divergencia: f(z):|zﬁ—1|1//3 pre 8 € (0,1), ktord sa pre =2 nazyva Hellingerova vzdialenost’
a ma nasledovné analytické vyjadrenie

Dyjp =2(1— Y (p1(x)p2(x))"/?

xeX
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e a-divergencia: f(z)=sign(a —1)(z* — 1) pre a € (0,00)

e y-divergencia: f(z)=|z — 1|%, ktord sa pre a = 1 nazyva totdlnou varidciou a ma tvar

Yp1,p2) =) I;i(x ()|

x€eX

Uvazujme teraz, ze Pg;, je vyberovd pravdepodobnost’ dvoch ndhodnych velicin £, 7, t.j mame
Pen na vyberovom priestore XXY, kde X,Y st vyberové priestory jednotlivych veli¢in. Zadefinujme
marginalne pravdepodobnosti

) = Z Pé¢n (Xa y)

yEY
) = Z pf'l](xay)'
xeX
V pripade, Ze niektory z vyberovych priestorov z X,Y je spojity, t.j. interval z R, tak prislusné

sumy prejdd na integrily podl'a pravidla > — [dx. Pravdepodobnost’ Pg, bude hrat’ dlohu Py
x€X X
v predoslom a tlohu P2 bude hrat’ P¢ x P;, t.j. mame urcené vsetky objekty, ktoré vystupuji v

definicii f-divergencie a teda f-divergencia ndm urcuje mieru nezivislosti dvoch nahodnych veli¢in,
lebo pre nezévislé veliciny plati pg,(x,y) = pe(x)py(y) a teda D¢(Pgy, Pe x Py) = 0.

Definicia:f-informdciou vo veli¢ine 7 o veli¢ine £ nazveme funkciu definovanii nasledovne

It (€, m) = D (Pgy, Pe x Py) (B.2)

Tento vzt’ah vyjadruje intuitivne chipanie: ¢im vicsia je Statistickd viazba medzi € a 7, tym viacej
informdcie musi niest'n o £ a aj naopak, pri¢om plati

If(§7 77) = If(n, f)

Ku kazdej f-divergencii je priamo z definicie priradend f-informécia. My si uvedieme iba Shannonovu
informdciu, ktora prislicha I-divergencii:

pea(,y)
= 3 3 perley)log T (B:3)

xEXyEY

Kazdud Ig(£,n) mozeme chépat’ ako mieru mnozstva informécie, ktoré ziskame o realizécii £, ak
pozorujeme realizdciu n za predpokladu, Ze obidve tieto realizacie boli ziskané pri ndhodnom pokuse,
ktory sa riadi pravdepodobnost’ou P¢;, na XxY. VSimnime si , Ze nehovorime o konkrétnych re-
alizaciach ¢ alebo 7. Takze ide o globdlnu mieru informécie, ktora ale ni¢ nehovori o tom, ze ak pri
realizicii 7 nameriam konkrétne y€Y, tak kol'ko informécie mdm o nejakom konkrétnom xeX.

Definicia:f-informdciou v realizdcii n = y o realizdcii & = x nazveme funkciu

) = B e )

Pen(%,y)  \ Pe(x)py(y)
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Tato funkcia sice moéze byt zdpornd, ale je nulova, ak su javy £=x a np=y nezavislé, t.j. plati
Pe(x)Py(y) = Pen(x,y). Pre It(§, ) potom plati

= > ) L(xy)pen(x,y)

xEXyYEY

Definicia:Pre diskrétnu ndhodni veli¢inu ¢ s vyberovym pravdepodobnostnym priestorom (X,pg)
a pre kazdd konvexnd funkciu f(u) s £(1)=0, f(0)< oo a Jim. %321 = 0 definujeme f-entropiu ako
nasledovnu funkciu

&= pe(x)’f (pix ) 0) > pe(x)(1 — pe(x)), (B.4)

xeX x€eX
kde 0%(§) = 0.

D4 sa ukdzat’, ze pre & a n diskrétne plati I¢(¢,7) < Hf(€), odkial vyplyva Ig(£,€) = He(€).
Takze z tohto vzt’ahu vidno interpreticiu Hg, ktory ndm teda uréuje mnozstvo informaicie, ktoré o
¢ ziskame, ked’ pozorujeme priamo £. Tato informdcia moéze byt aj mierou neurcitosti ndhodnej
veliciny ¢ (neurcitosti systému opisanéno pravdepodobnost’ou P¢), kde pod neurcitost’ou rozumieme
t'azkost’ predpovede o realizacii veliciny £ na zdklade znalosti pravdepodobnosti P¢, lebo t'azkost’
takejto predpovede by mala byt timernd informécii ziskanej realiziciou (pozorovanim) &.

Pre spojité ndhodné veliciny je I¢(£, &) konsStanta f(0)+uli)rgo ﬂ#l’ ktord ndm ni¢ nehovori o €. Ak

formélne prepiseme B.4 pre spojity pripad, tak dostaneme

Hi(€) = [ pe(x)’t ($) ax +10) [ pel) (1~ pe(x)dx,

ktory m4d stile pre nejaké f charakter miery neurcitosti, ale neplati I¢(¢, £) = He(€).

Majme dve diskrétne ndhodné veliciny &, 7 na (XY, pg,;). Pozrime sa na hodnotu f-entropie
veliciny &, ak je dand nejaka pevnd hodnotan =y € Y. To znamen4d, Ze mame dant akdsi podmienku,
ktora nam vyberovy pravdepodobnosny priestor redukuje na mnozinu X Xy, ¢o je prvok zo o-algebry,
na ktorom plati tdto podmienka, a s hustotou pravdepodobnosti (A.2)

Py = pif(y) Pt Ak paly) > 0.

Ak p,(y) = 0, tak podmienend pravdepodobnost’ je uréena I'ubovol'ne.

Definicia:Prislusni f-entropiu ku pg), budeme nazyvat’ podmienend f-entropia ndhodnej veliciny
¢ za podmienky n=y, pri¢om pre fiu plati

He(ln =y) = Y pey (%) <;> (0) Y pery(x) (1 = pepy (x))-

x€X Pely (%) x€X

Stredni podmienent f-entropiu zadefinujeme nasledovne

He(¢ln) = Y He(€ln = y)py(y)- (B.5)

yeY
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Medzi podmienenou hustotou pg|, a nepodmienenou hustotou p¢ neexistuje nijakd zdvislost’,
z ktorej by vyplyvala nerovnost’ Hy(¢) > He¢(é|n = y). Opalnd ostrd nerovnost’ pre vsetky y by
znamenala, ze je t'az§ie predpovedat’ realizdciu £ pri znalosti podmienenej pravdepodobnosti, ¢o
odporuje nasej intuiticii.D4 sa ukazat’ pre urcité f, Zze aspon v priemere plati spravna nerovnost’.

Rozdiel Hy(¢) —H¢(€|n) medzi nepodmienenou a podmienenou entropiou veli¢iny ¢ sa d4 povazovat’
za mieru informécie v n o . Ostdva nevyrieSend otdzka, pre ktoré f plati rovnica

He(€) — He(¢|n) =Te(¢,m) (B.6)
Ako priklad si uvedieme Shannonovu entropiu definovani na ndhodnych veli¢indch &1, ... ,¢éN
1
H(&, ... én) = Péy,...en (X) log ————, (B.7)
XEZXN 51 §N pgla'",gN (x)

pre ktori uvedend rovnost’(B.6) plati, a ktord sa vo fyzike vyskytuje najcastejsie. Je odvodend zo
Shannonovej informécie (B.3) definovanej na diskrétnych veli¢indch &1, ..., &N, 71, .., nv vzt’ahom

P¢i,..omu (X, y)
11, ..o pmm) = Per,..mi (X, ¥) log : (B.8)
XGZXN yEZYM St D¢, én (x)p’flh---ﬂM (y)

Podmienend pravdepodobnost’v tomto pripade je

H(Er, NI oma) = ) Py ) HEL - ExI (015 -+ 7) = ),
yeYM

kde
1

H(&, - & (s oma) = y) = Pe1,onfx| (1) =y (X) 108 :
xEZXN S bl )=Y pfl;---a§N|(771;---777M):y(x)

Dalej plati
I(&b"'a&Nanla"'anM) = H(fl,---;&N) _H(gla"'aho]la"'anM)a

Co je prave analog vzt’ahu (B.6). Dolezitd vlastnost’ entropie je jej aditivnost’

H(fla"' 7£N) S H(gl) +... +H(£N)a

pricom rovnost’ nastava v pripade, akk £1,...,&N sd navzdjom nezavislé nahodné veliciny.
Nech teraz &1,...,6n,M,-.-,7N je taky systém, ze dvojice (&1,m1),- .-, (€n,7n) tvoria navzijom

nezavislé podsystémy. Potom

N
I(éla R 7£N7 m--- 77}N) = Z(H(fl) - H(fl'ﬁl))a
i=1
alebo, ¢o moézeme prepisat’ aj takto
N
I(&h"'afNanla"'anN) :Zl(fiani)a (Bg)
i=1

¢o nazveme aditivnost’ informdcie.
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Dodatok C

BELLOVE NEROVNOSTI

Uvazujme dvojicu foténov, ktoré sa Siria v opaénych smeroch a dvoch experimentatorov, ktori meraji
ich linedrnu polarizdciu. Pomenujme tychto experimentitorov Alica a Bob.

Predpokladajme, Zze kazdy z nich si vyberd z dvoch smerov, v ktorych zist'uje polarizaciu toho
svojho foténu. Nech Alica si vyberd merania v smeroch uréenymi uhlami o a v a Bob do smerov 8 a
7. Pre 'ubovol'ni orientaciu polarizatora st dva mozné vysledky merania, ozna¢me ich +1. Vysledky
merani pre jednotlivé smery «, (B, v oznatme a, b, ¢ a m6zu mat’ iba hodnoty +1.

Hypotéza, ktoru testujeme, je, ze Alicine (Bobove) vysledky si jednoznaéne uréené lokalnymi
skrytymi parametrami, ktoré sice nepozndme, ale vzt’ahuji sa iba k Alicinmu (Bobovmu) foténu a
polarizdtoru. Podmienka Einsteinovej lokalnosti je podmienkou nezavislosti Alicinych vysledkov od
Bobovych lokdlnych parametrov, t.j.vysledok Alicinho merania nezivisi od smeru, v ktorom meria
Bob.

Vieme, Ze merania Alici a Boba v tom istom smere 7 si uplne korelované, t.j. ak Alica nameria
¢, tak aj Bob nameria ¢. Poznamenajme, Ze tieto koreliacie nemaju ni¢ spolotné s ovplyviiovanim
vysledkov Alicinho merania Bobovym vyberom smeru merania. Bob moéZe merat’ v T'ubovol’'nom
smere (3 a vysledky Alicinho merania -y neovplyvni. Toto je vyjadrenim faktu, ze vysledky merania
zavisia iba od lokélnych skrytych parametrov, v ¢om je skrytd podmienka Eisteinovej lokalnosti.

Pre I'ubovol'né hodnoty a, b, ¢ plati

a(b—c) = £(1 — be),

lebo ak b = ¢, tak st obidve strany nulové a pre b # ¢ st rovné £2. Paméitajme, ze v skutocnosti iba
dva z tychto troch moznych experimentov mozu byt’ uskutotnené na jednom pére foténov.
Predstavme si, Ze merania opakujeme viackrat. Ked'ze skryté parametre nemame pod kontrolov,
tak vysledky, ktoré st nimi uréené, s ndhodné. Stile viak pre kazdé meranie plati uvedeny vzt’ah.
Mozeme sa zaujimat’ o stredné hodnoty cez tieto skryté parametre. Dostaneme tak Bellovu nerovnost’

[(ab) — {ac)| < 1— (be).

Vidno, Ze pri jej odvodzovani, sme nikde nepouzili nejakd konkrétnu fyzikalnu teériu. Pouzili sme iba
podmienku Einsteinovej lokalnosti. Na konkrétnej tedrii je urcit’ aké si stredné hodnoty vystupujtice
v tejto nerovnosti. Tieto stredné hodnoty mézu byt’ uréené aj experimentdlne. Teda experiment méze
otestovat’ Bellovu nerovnost’.

Kvantova tedria sice nevie uréit’ konkrétne vysledky pre konkrétny par, ale vie urcit’ stredné
hodnoty. V pripade polarizovanych foténov v stave

8% = () +lyy))
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kde |x) je stav jedného foténu polarizovaného v smere osi x (ak smer Sirenia je smer z) a |y) je stav
foténu polarizovaného v smere y. Strednd hodnota

(ab) = (¢"|oa ® op|¢™) = cos2(c = B),

kde
0o = [x(a))(x(a)| — |y(a))(y(a)]

x(a)) = ( o ) y(a)) = ( “sna )

Ak dosadime vysledok kvantovej teérie do Bellovej nerovnosti, tak dostaneme

|cos2(a — ) — cos2(a — y)| + cos2(f — ) < 1.

Nech
a—f=pF—y=30°
a—y=060°
tak prideme k sporu
1 1 1 3
= —(—= —=-<1
2 ( 2)|+2 2~

Preto hovorime, Ze kvantova tedria nartusa Bellove nerovnosti. Tato predpoved’ kvantovej tedrie je v
zhode s experimentom, a teda hovorime, ze priamo experiment vyvracia Einsteinovu lokalnost’.
Uvedieme si este ako priklad aj inti Bellovu nerovnost’, ktord je zndma ako CHSH nerovnost’.
Zov§eobecnenie je v tom, ze Bob nebude vyberat’ z merani urenymi 3, -y, ale z merani 3, 4, t.j.
nebude robit’ meranie v tom istom smere ako Alica. Vysledky merania § st analogicky ako predtym
d = £1. Vysledky a, b, ¢, d potom spiﬁajl'l

(@ +c)b+ (a—c)d==+2,

pretoze bud a+c=0aa—c==%2,aleboa—c=0aa+c=+£2.
Po ustredneni cez skryté parametre dostivame CHSH nerovnost’

[{ab) + (be) + (cd) — (ad)| < 2.
K naruSeniu tejto nerovnosti kvantovou tedriou pouzijeme merania, pre ktoré
a—pB=B—vy=v—0=225°
a—0=67.5°
Dosadenim do CHSH nerovnosti prideme k sporu
1 1 1 1
RNV RN RN

Ked'ze prichddzame k sporom, tak nieGo musi byt zle (v zmysle nefyzikilne alebo fyzikdlne
nespravne) pri odvddzani tychto nerovnosti.

Nefyzikalny je zrejme predpoklad, Ze je mozné naraz uvazovat’ o vysledkoch viacerych merani,
pricom k tymto meraniam ani neprichidza.

) =2v2<2.
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Dodatok D

KVANTOVA TELEPORTACIA

Ide o spbsob ako preniest’ kvantovy stav pomocou prenosu klasickej informaécie a lokalnymi operdciami.
Nech Alica m4 stav
l¥)c = al0)c + bl1)c,

ktory chce poslat’ Bobovi, ale si od seba vzdialeny a Alica moéze poslat’ iba klasickt informéciu. Nech
ale obidvaja zdiel'aji maximdlne entanglovany stav dvoch qubitov |¢T)ap. Alica spoji stav |9)c s jej
cast’ou entanglovaného stavu a na tejto dvojici qubitov spravi Bellove meranie, ktorého vysledkom
si Bellove stavy (4.3). Informdciu o vysledku svojho merania posle cez klasicky komunikaény kanal
Bobovi (ide o prenos dvoch bitov informaécie), ktory podl'a prijatej spravy urobi na svojom qubite z
entanglovaného paru unitarne opericie podl'a nasledujiceho pravidla

|¢T)ac — 18

) ac — ol

Y ac — ot

167 )ac — ofP

a dostane u seba stav |1). Tato procedira sa nazyva kvantova teleporticia. Zdanlivo je to v rozpore
z no-cloning teorémom, ale Alica meranim svoj stav, ktory teleportuje Bobovi, zniéi.

Ukazme si ako to funguje. RozpiSme si potiatoény stav nasho celkovo trojcasticového systému,
kde systém teleportovaného stavu ozna¢me pismenom C

%qoo) + 1)) B = %(a|000) +al011) +b]100) + B{111))cap =
= Sa{(I87)H16™NaclO)s + (9 + 1 Dacl s} + 55{(167) ~ 167 Dacls+(#7) ~ [$ ) acl0)s} =

[¥)c ® |67 )aB = (al0)c +b|1)¢) ®

= %(|¢+)AC(GIO)B +0[1)B) +1¥ ") ac(all)s +010)8) + 47 )ac(al1)s —b]0)s) +|¢ ™) ac(al0)s —bl1)s)) =

= 218" ackh)s + 519 ) acorbi)s + Sl ac(—ion) ) + 5167 acoski)s,

odkial’ vidno dévod vol'by Bobovych opericii v zavislosti od prijatej spravy od Alice, resp. Alicinho
vysledku merania.

Co by sa stalo v pripade, 7e by Alica a Bob nezdiel’ali iplne entanglovany stav, alebo by zdiel'ali
separabilny stav?

V pripade separabilného stavu by sme touto procedirou nijako neovplyvnili stav systému B, a
teda by k ziadnej teleportdcii prist’ nemohlo. Vlastne vSetky tri systémy A,B,C by boli separabilné
a aj po urobeni Bellovho merania na A+C, by A+C a B zostali separované.
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Dodatok E

MIERY ROZLISITELNOSTI

Problém, ktory vznika pri dekédovani, je v kvantovom pripade problémom rozlisiteI'nosti kvantovych
stavov z Bobovho merania. V tomto dodatku zavedieme niektoré miery rozlisiteI'nosti vyskytujice sa
v kvantovej tedrii. Ide o analogicky pojem ku f-divergencii pravdepodobnostnych distribicii zavedenej
v dodatku B. Zdrojom k tomuto dodatku je ¢ldnok [7].

ePravdepodobnost’ chyby

Po merani mame rozhodnut’, ktorej pravdepodobnostnej distribicii, p; alebo pe, vysledok x
zodpoveda. Pri rozhodovani pouzivame tzv. Bayesovu stratégiu, ktora vychiddza z Bayesovho zakona
(A.3). Pravdepodobnost’, Ze pri vysledku x sa realizovala niektord z pravdepodobnostnych distribicii
Pk, kZO,l, bude

Pr(vysledok = x = distribicia = k) = Pr(k)pk(x)/Pr(x)

kde Pr(x) oznacuje pravdepodobnostni distribiciu, ktord je ziskand z merania a Pr(k) je pravde-
podobnost’, s akou sa vyskytuje distribicia py, ¢o je v naSom pripade, ked’ze o tom nemame ziadnu
informdciu dplne ndhodné, a teda Pr(k)=1/2. DopiSeme pravi stranu

Pr(x = py) = —Pk( )/p(x).
Danému vysledku x priradime distribiciu px ako maximum z mnoZziny
{Pr(vysledok = x = distriblcia = k) }x—12

Priemerna pravdepodobnost’ uspechu, t.j. spravneho rozhodnutia, je potom
J

Z p(x) max{Pr(x = p1), Pr(x = p2)} Z max{p1(x), p2(x)}-

xeX XEX

Priemernd pravdepodobnost’ chyby nasho rozhodovania je

PE(p1, p2) me{pl p2(x)},

XEX

kde X je mnozina moznych vysledkov merania. Pre identické distribucie PE—§, a pre ortogondlne
PE=0. Kvantovy anal6g m4 isti jemnost’ v tom, Ze robime minimum cez vSetky POVM merania,
t.j. vyberdme najoptimdlnejSie meranie, pri ktorom je priemernd chyba minimélna. D4 sa ukazat’,
7e najoptimélnej$im meranim je ortogondlne meranie v baze vlastnych vektorov matice |g; — 02|, t.].

PE(¢01,02) = Tr|o1 — 02]-

1
4

[\le—l

55



eKolgomorova vzdialenost’
Opéat’ zaénime klasickou definiciou

1
K(p1,p2) = 3 > Ip1 — pal-
xeX

Tato funkcia, narozdiel od predo$lej, uz vyjadruje vzdialenost’, lebo pre dve identické distribicie
K=0. Pre ortogonidlne K=1. Kolmogorova vzdialenost’ je az na ndsobok totdlnou varidciou (vid’
dodatok B). Medzi pravdepodobnost’ou chyby a Kolmogorovou vzdialenost’'ou existuje nasledovny
vzt’ah

PE(p1,p2) = %(1 —K(p1,p2))

Kvantovy analég Kolmogorovej vzdialenosti medzi stavmi definujeme ako maximum klasickej Kol-
mogorovovej vzdialenosti cez vietky POVM merania. Z predchddajiceho vzt'ahu vidno, Ze meranie,
ktoré minimalizuje PE maximalizuje K, t.j.

1
K(o1,002) = §Tr|91 — 02|,

¢o je aZ na nasobok Trace-vzdialenost’ na operdtoroch.
eBhattacharyyaov koeficient

B(p1,p2) = ) /p1(x)p1(x)

xeX

Pre B=1 su distribicie identické a pre B=0 si ortogondlne, t.j. nejde o funkciu vzdialenosti
na mnozine distribdcii. Mo6ze v8ak byt chipani ako skaldrny sucin medzi pravdepodobnostnymi
distribiciami, ktoré interpretujeme ako vektory v dim(X)=m-dimenziondlnom priestore. Kvantovy
analog definujeme v tomto pripade ako minimum cez vSetky POVM merania a da sa vyjadrit’ vzt'ahom

B(o1,02) = Tr ( \/9_192\/9_1>

Na mnozine &istych stavov je Bhattacharyyaov koeficient ekvivalentny prekryvu, ktory je defino-
vany cez skalarny sucin

prekryv (1), [$2)) = [(¢1]2)]- (E.1)

Ako ho ale definovat’ pre zmesi?
Odpoved’ je v moznosti purifikicie, kde |91) je purifikdciou p; a |12) je purifikiciou go.

prekryv(o1, 02) = max [(Y1[z)],

kde maximum berieme cez vSetky purifikdcie. D4 sa ukazat’, Ze

prekryv(oy, 02) = B(o1, 02)

Na zaver poznamenajme, Ze vSetky tieto funkcie rozliSitel'nosti sa nemenia pri unitarnej trans-
formécii stavov.
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