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1 Uvod

Cielom tychto prednasok je poskytnuf studentovi informatiky akysi obraz o zdkonoch a principoch fungovania
tej Casti sveta, ktori popisujeme pomocou kvantovej fyziky. Vo vicsine pripadov ide o systémy tych najmensich
rozmerov, t.j. o mikrosvet, ktory nie sme schopni pozorovat priamo svojimi zmyslami a informéacie o nom ziskavame
iba sprostredkovane. Pre vas budem tymto sprostredkovatelom ja :-). Na rozdiel od predoslych rokov by tieto
prednésky mali byt ovela jednoduchsie a budem sa snazit vyhybat detailom matematického formalizmu kvantovej
fyziky. Napriek tomu na niektorych miestach (klonovanie, teleportécia, atd.) bude v istej forme tdto matematika
potrebna.

Po absolvovani tychto prednasok by ste mali lahsie prijat abstraktny formalizmus tzv. kvantovej teérie informd-
cie, ktora je sama osebe naplnou inych kurzov. K absolvovaniu tychto prednasok nebudete potrebovat prilis vysoku
matematiku. Skor sa budem spoliehat na nejaké spomienky z fyziky, ktord ste mali na strednych skolach. To jest
pojmy ako energia, sila, hybnost, rychlost, Newtonove zakony a elektromagnetické vlnenie by vam mali byt zndme.

Na tvod sa pokusim popisat, ako asi vyzerala fyzika tesne pred vznikom kvantovej fyziky, resp. aké javy si
vynutili jej prichod na scénu. V dalsich styroch prednéskach si na prikladoch rozoberieme zékladné principy, ktoré
robia kvantovi tedériu vynimocnou:

e Vztahy neurcitosti, ktoré ndm hovoria, ze ak pozname polohu Castice, tak nepozname jej rychlost a naopak.
VsSeobecnejsia verzia tohoto principu stoji v pozadi kvantovej distribtcie sifrovacieho kluca.

e Princip superpozicie, ktory v kvantovom pocitani pozndme pod nazvom kvantovy paralelizmus. Tento princip
vyzerd ako dalsie obmedzenie, ale v skutoc¢nosti je tym hlavnym rozdielom medzi kvantovym a klasickym
svetom.

e Schrédingerova rovnica, ktora urcuje akym spdsobom sa kvantovy systém vyvija. Je analégom Newtonovych
pohybovych ziakonov.

Potom sa budeme venovat Specifickym prikladom, ako je atém vodika (prvy velky uspech kvantovej fyziky), spin
elektréonu, EPR paradox, Bellove nerovnosti. V zavereénych prednéskach sa budeme venovat niektorym aspektom
kvantovej fyziky pri spracovani informécie (klonovanie, teleportécia, .. .).

1.1 Klasicka fyzika

Kvantova fyzika vstipila na scénu v pociatkoch 20. storocia. VSetky poznatky tej doby boli vysvetlitelné pomocou
zakonitosti mechaniky, elektromagnetizmu a termodynamiky. Vyvoj systému a podstatnd cast fyziky znamenala
rieSenie nasledovnych rovnic:

e Isaac Newton (mechanika, Statistickd fyzika, termodynamika)
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m—7 = F(F,0,1) (1)

*Preklepy a gramatické chyby v tychto pozndmkach upravil X.Kolar (dspesny absolvent predndsok v roku 2009 tusim), za ¢o mu
patri moja velkd vdaka. mZ



e James Clark Maxwell (elektrina, magnetizmus, optika)
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Vx E(fit) = —= B(Ft)  VxB(it) = E(rt) — pj(r,t) (3)
ot Kot
kde E B popisuju elektrické a magnetické pole, Fj je vektor sily posobiaci na teleso s hmotnostou m. Veliciny
q, J popi quu rozloZenie elektrického naboja a elektrického prudu. v je vektorom parcidlnych derivécii, t.j.
V= aaz’ By 8Z) Netreba sa vsak obavat, Ze takéto rovnice budeme pouzivat na tychto prednaskach. Ide iba
o mierne zjednodusenu ilustraciu ,jednoduchosti“ fyziky.

1.2 Problémy

Ziarenie ¢ierneho telesa. Z hodin stredoskolskej fyziky by sme mali vediet, Ze zahriate telesd vyzaruju istd
energiu vo forme tzv. tepelného ziarenia. Tato zévislost je popisand vztahom I = oT*, kde o je nejaka
konstanta, ktorej detaily nepotrebujeme vediet. Pouzitim klasickej predstavy sveta popisaného uvedenymi
rovnicami prideme vsSak k rozporu, pretoze tieto rovnice nam dévajui dost absurdnd predpoved I = oo, t.j.
vyziarend energia by mala byt nekonecna. Zjavny rozpor s pozorovanou realitou. Max Planck postuloval, ze
svetlo sa vyzaruje iba v istych kvantach energie, tzv. foténoch. Tento ad hoc predpoklad napodiv viedol k iplne
spravnemu vztahu a konstantu o vyjadril pomocou zdkladnych fyzikdlnych konstant (Planckova konstanta,
Boltzmanova konstanta, rychlost svetla, atd.).

Stabilita hmoty. Experimenty nas priviedli k predstave, ze atém je zlozeny z malého kladne nabitého jadra a
okolo poletujucich zaporne nabitych elektrénov. Vznikla celkom prirodzend predstava tzv. planetdrneho mo-
delu atému, napriek tomu vSak tito najmensiu ,slneéni siastavu® este nikdy nikto nepozoroval. Maxwellove
rovnice predpovedaji, ze akakolvek nabita castica pohybujtca sa so zrychlenim nutne musi vyzarovat elek-
tromagnetické viny, t.j. stracat svoju kinetickl energiu na tkor energie elektromagnetického pola. Elektréon
obiehajici ako planéta okolo kladne nabitého jadra podla tejto tedrie strati svoju energiu za 10~'9s, ¢o je
doba, za ktord by mal spadnif do jadra. To by ale znamenalo, ze atémy vobec nie st stabilné a hmota okolo
nas by mala velmi rychlo skolabovat. Tento problém vyriesil Niels Bohr, ktory pouzil iné ad hoc principy,
ktoré si povieme neskor, ked si budeme vysvetlovat atém vodika.

Fotoelektricky jav. Osvetlujeme katédu svetlom, resp. elektromagnetickym vinenim. Atémy katédy po prijati
energie vo forme svetla dokdzu uvolnit niektoré svoje elektrény, ktoré automaticky prelietajia pod vplyvom
elektrického pola na opa¢nu stranu. A my sme schopni namerat isty prid. To, ¢o je na tomto jave zdhadné,
je ta skutocnost, ze velkost tohoto pridu nezévisi ani tak od intenzity osvetlovania, ako skor od frekvencie
pouzitého svetla. Existuje istd prahova frekvencia, pod ktorou nenameriame ziaden prud, nech pouzijeme
akokolvek intenzivny zdroj svetla. Atém si takéto frekvencie akosi vébec nevsima. Preco je tomu tak? Klasickd
fyzika na tato otazku nemad ziadnu odpoved. Podla nej by to tak jednoducho byt nemalo. Pouzitim Planckovej
idey fotonu tento paradox vysvetlil Albert Einstein a oficidlne za tento pocin dostal Nobelovu cenu.

Spektrum atému vodika. Ak osvietime bielym svetlom, t.j. zmesou svetla vSetkych frekvencii, zhluk atémov
nejakého prvku, tak cast tohoto svetla je atémami zachytend (absorbovand) a cast svetla prenikne dalej. Ak
prejdené svetlo rozlozime pomocou hranola, tak vdaka zavislosti lomu svetla od jeho frekvencie, dokazeme
svetlo rozlozit. . .

1.3 Polarizacia svetla

Svetlo je velmi zvlastnym fyzikalnym objektom, ktory je sice Cisto kvantovym systémom, ale napriek tomu existuje
velmi dobry efektivny popis v ramci tedrie elektromagnetizmu. V tejto teérii pouzivame vektor intenzity elektric-
kého pola a vektor intenzity magnetického pola, ktoré st spolu zviazané Maxwellovymi rovnicami a vytvaraja tzv.
elektromagnetické pole. Specidlnym pripadom riesenia tjchto rovnic je tzv. elektromagnetické vlnenie, ktorého Spe-
cialnym pripadom je aj svetlo. Z pohladu tejto tedrie je svetlo elektromagnetickym vlnenim, t.j. je charakterizované



frekvenciou f, resp. vlnovou dizkou A. Okrem toho eSte moze mat roznu polariziciu. Kedze svetlo je vinenim vek-
tora elektrického pola, tak v zdvislosti od toho, akym spésobom tento vektor kmité (stéle s rovnakou frekvenciou),
hovorime o réznych polarizaciach svetla.

Frekvencii svetla by sme mali ako tak rozumiet, ale Co je to ta polarizacia? Kde sa s nou stretdvame? Nase
oko nie je citlivé na polarizaciu, avsak existuju zvierata, ktoré takuto schopnost majiu. My na to pouzivame roézne
pomocné zariadenia, ako napr. polarizator. Polarizator je na prvy pohlad kus priesvitnej hmoty, ktory je iba
Ciastocne priezracny, t.j. nie vSetko svetlo prepusti a na prvy pohlad pdsobi ako kazdy svetelny filter. Zaujimavé to
zacne byt, ak sa budeme hrat s dvoma polarizatormi. Logicky, ak prvym polarizatorom prejde polovica pévodného
svetla, tak druhym by mala prejst opat iba polovica svetla zo svetla, ktoré na tento druhy polarizator dopadlo, t.j.
stvrtina povodného svetla. My vSak pozorujeme, Ze intenzita svetla, ktoré prenikne cez obidva polarizatory, zavisi
na ich vzdjomnom pootoceni. A naviac, v hrani¢nych pripadoch druhym polarizatorom prejde ) vSetko svetlo,
ktoré dopadlo, ale aj i) ziadne svetlo.

Oznacme si I intenzitu svetla pred prvym polarizatorom, I; intenzitu svetla za prvym polarizdtorom, a I
intenzitu svetla za druhym polarizatorom. Svetlo zo slnka alebo ziaroviek je polarizované tiplne ndhodne a hovorime,
7e je nepolarizované. V praxi to znamena, ze nech pouzijeme akykolvek polarizator a nato¢ime ho Iubovolne, tak
intenzita svetla I, ktoré tymto polarizatorom prejde je stdle rovnaka. Meraniami by sme prisli ku vztahu I; = Ij/2.
Tento vztah si vysvetlime az v niektorej z dalsich prednasok. Svetlo za polarizatorom je vsak uz polarizované a
preto I uz na nastaveni druhého polarizatora zavisi.

Polarizaciu svetla si predstavujeme ako akési kmitanie vektora elektrického pola. Pre tzv. linedrne polarizované
svetlo tento vektor kmitd v nejakej rovine kolmej na smer Sirenia sa svetla. Vyznacéné smery sa zvykni oznacovat
ako vertikdlne a horizontalne polarizované svetlo. Podobne potom oznacujeme aj prislusne nastavené linedrne
polarizatory. Ak je prvy polarizator V a druhy H, tak Io = 0, t.j. ak st dva polarizdtory navzdjom kolmé, tak nimi
ziadne svetlo neprechadza. Niekedy sa zvykne hovorit, ze polarizatory st navzajom skrizené. Linedrne polarizétory
vieme charakterizovat pomocou smeru natocenia, t.j. napriklad pomocou uhla vzhladom k vertikdlnemu smeru.
Tento uhol méze mat hodnoty 0° < o < 180°. Ak je prvy polarizator vertikdlny, tak intenzita I je funkciou uhla «
a I;. Aj ked klasick tedria elektromagnetizmu predpovedd spravny vztah Iy = I; cos? o, tak prideme k problému, ak
zoberieme do tGvahy, Ze ndm na polarizator dopad4 iba jediny fotén. Ako sa polarizdtor sprava v takomto pripade?
Rozdeli nam foton nejakym spoésobom na dve casti? Experiment nam hovori, Ze nie. Fotén je ako celok Castica, t.j.
bud prejde, alebo neprejde. Na zdklade ¢oho sa polarizator rozhoduje?

To nieco je kvantova fyzika. Rozhodovanie je tiplne ndhodné, a jediné, ¢im sa polarizator riadi, je dodrzanie
pravdepodobnosti, ktoré sui urcené kvantovou fyzikou. Tieto pravdepodobnosti musia byt v zhode s klasickou
predpovedou pre intenzity, o ktorych sme si povedali, Ze st spravne. Intenzita svetla je imernd jeho energii. Energia
foténu je E = hf, kde f je frekvencia foténu (svetla) a h je Planckova konStanta. Ak posleme smerom k polarizétoru
Ny fotonov, tak celkova energia, ktori nest, je Ey = Nhf. Za prvy polarizator sa dostane N; foténov a za druhy
N, foténov, t.j. mame energie 1 = N1hf a Es = Nohf. Podla klasického vztahu by malo platit Ey = Fj cos? a.
Pomer N3/Nj definuje pravdepodobnost p,, ze fotén prenikne cez druhy polarizitor natoceny o uhol a. Ak si
vsetky tieto fakty zhrnieme, tak dostdvame

pa:%:%:cosga. (4)
Tento vztah je pravdepodobnost toho, Ze linedrne polarizovany fotén prejde polarizatorom. Kvantova fyzika nés
uci, Ze ni¢ viac ako tuto pravdepodobnost sa uz nedozvieme. Nevieme povedat, kedy fotén prejde a kedy nie. Iba
pravdepodobnosti. Naviac nejde o aktsi nasu nevedomost, ako je to v pripade hadzania mincou. Ak pre mincu
dokézeme presne povedat akou silou ju vyhadzujeme a akt jej dame prvotni rotéciu, tak cely jej pohyb je presne
uréeny, a my by sme v principe vedeli povedat, aky bude vysledok kazdého jedného hodu mincou. Pre fotén
prechadzajici polarizatorom ni¢ takéto neexistuje. Nadhodnost tohoto procesu je kvantovému svetu vlastna.

Ponaucenie: kvantova fyzika nam poskytuje iba pravdepodobnosti, Ze isty jav nastane. Preto pravdepodobnosti
a Statistika su zakladnou formou popisu kvantového sveta.

1.3.1 Polarizacia okolo nas

e Odraz od vodnej hladiny.

e Fotografovanie.



e 3D kino IMAX.

2 Princip superpozicie

2.1 Jednostrbinovy experiment

Pomocky: zdroj Castic Z, bariéra s jednym tzkym otvorom (Strbinou) a tienidlo/detektory. Predpokladdme, zZe
velkost strbiny h je ovela mensia ako vzdialenost medzi strbinou a tienidlom L, t.j. h < L. Po prechode castic
bariérou sa vicsina z nich zachyti na bariére, ale ista cast z nich prenikne cez Strbinu aj za bariéru. Na okrajoch
Strbiny pride k ohybu drahy castic, a preto pozorujeme castice na tienidle mierne rozptylené okolo istej strednej
hodnoty. Uloha je zistit, ako st dopadajice ¢astice rozptylené.

Celu situaciu si mozeme trochu prehnane predstavit ako deravy mur zlozeny z futbalistov a zdroj Z ako futbalistu
kopajiceho priamy kop. Namiesto jedného pokusu mu vsak dame pokusov viac a predpokladiame, ze kope loptu
smerom k muru, presnejSie, snazi sa o vyuzitie medzery v mire (chybajici hra¢). Vy ste v tlohe brankira, a
pytate sa, kde sa méate postavit, aby ste kopnutu loptu chytili. Samozrejme, najlepsie je postavit sa tam, kde
dopadne najviac 16pt, t.j. kde je pravdepodobnost dopadu najvécsia. Pravdepodobnost Pi(z) ndm hovori, s akou
pravdepodobnostou lopta dopadne do bodu x v branke. Ak si stred brany oznacime ako x = 0, tak najvicsia
pravdepodobnost je préve pre tento bod Pi(z = 0), a preto je prirodzené postavit sa do stredu brany.

2.2 Dvojstrbinovy experiment

Situacia taka ista ako predtym, len miesto jedného hraca chybaju hraci dvaja, t.j. mame dve Strbiny miesto jednej.
Uloha je t4 ista: zistit pravdepodobnost Pryqi(x), kde T a IT sme pouzili na oznadenie Strbin.

Pouzime teraz nasledovnii tivahu. Vystrelena castica urcéite prejde jednou z dvoch strbin. Kedze vzdy mame
v priestore medzi zdrojom a detektorom iba jedinu ¢asticu, tak nedochddza k nejakym zrazkam, resp. vzajomnému
ovplyviiovaniu medzi ¢asticami. Rozdelme si dopadajice castice do dvoch skupin a dostaneme N; castic, ktoré
presli strbinou I a Nyp Castic, ktoré presli strbinou II. Také isté pocty Ny, Ni1 osobitne, by sme dostali, ak by sme
striedavo jednu zo Strbin uzavreli, t.j. vykonali jednosStrbinovy experiment. Z takéhoto chapania dvojstrbinového
experimentu nutne vyplyva, ze

P =qP+(1-q)Py,

kde ¢ = N1/(N1 + Nip). Pre jednoduchost predpokladajme, ze médme ¢ = 1/2.

Ten isty vysledok dostaneme aj pouzitim mierne iného pohladu. Udalost zaznamenania castice v mieste z je
zlozenou udalostou udalosti [I — 2] U [II — z], ktoré vyjadruju pdvod dopadajicej Castice, t.j. bud presla Strbinou
I, alebo strbinou II. Tieto dva javy st nezavislé, a preto

Pn(z) =Pl = zJU Il — z]) = P([I — z]) + P([IT — z]).

Pouzili sme zndmy vztah pre pravdepodobnosti P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B) dvoch udalosti A4, B.
Napriek nasej presvedcivej analyze je vSak realita tplne inad. Pre  kvantové“ lopty takyto jednoduchy sicet
pravdepodobnosti nepozorujeme, t.j.
Py # qPr+ (1 — q) P

Prvy dovod nas napadne, ak sa pozrieme na tento vztah skrze udalosti. Vo vSeobecnom vztahu naviac vystupuje
este ¢len P(A N B), ktory popisuje zavislost dvojice udalosti. Je prirodzené pokusit sa interpretovat tento rozdiel
AP = Py — (¢P + (1 — ¢)Prr) ako ¢len zodpovedajici ,prieniku® udalosti P([I — x| N [II — z]), t.j. existujicej
vzajomnej zavislosti medzi prechodom cez strbiny.

Ciasto¢ne je na tomto porovnani kus pravdy, ale ani zdaleka to nie je pravda celd, pretoze z definicie pravde-
podobnosti P(AN B) > 0, avSak v experimente pozorujeme aj také miesta, v ktorych AP < 0. Musime pripustit,
ze s pravdepodobnostami sa deje nieCo zvlastne, a nasa predchadzajica tivaha musi niekde obsahovat zavaznua
trhlinu. O vyslednej pravdepodobnostnej distribtcii Piyrr(z) hovorime, Ze vyjadruje interferenciu a ¢élen AP nazy-
vame interferenénym c¢lenom. V pripade, ak je tento ¢len pozitivny, hovorime o destruktivnej interferencii, pretoze
P11 < P+ P1. V opa¢nom pripade hovorime o pozitivnej interferencii, pretoze plati P11 > P+ Pir.

V oboch pripadoch vznikd interferencia, resp. interferenc¢ny ¢len, ako prejav principu superpozicie kvantovych
stavov. Vlastnosti, ktora robi kvantovu fyziku kvantovou fyzikou. Tento princip je tym zékladnym prejavom kvan-
tovosti a v podstate vSetky vlastnosti a zvlastnosti kvantového sveta st doésledkom tohoto principu. Tento princip



je velmi tazké sformulovat tplne korektne na tejto irovni. Na druhej strane je vsak az trividlne jednoduchy a my
si ho sformulujeme mozno este v tejto casti, alebo niekedy nabudtce.

2.3 Amplitidy pravdepodobnosti

Riesenie ako skladat jednostrbinové experimenty na viacstrbinové je zalozené na pojme amplitid pravdepodobnosti
P (x), t.j. akychsi komplexnych odmocnin z pravdepodobnosti P(z), ¢(z) = y/P(x). Tieto amplitidy st zobrazenia
(funkcie), ktoré z +— 1)(x) € C. Pravdepodobnosti stt potom dané ako P(x) = 1 (z)y(x)* = |[1(x)|?. Tieto amplitidy
maji v kvantovej fyzike §pecialne znacenie: [1(z)) a |[¢(x)|? = (¥ (z)[p(x)). Neskor uvidime, Ze takéto znacenie je
vcelku vyhodné.

Dvojstrbinovy experiment teraz vieme vyjadrif pomocou jednostrbinovych tak, Ze namiesto s¢itavania pravde-
podobnosti s¢itame ich amplitidy, t.j.

[V (2)) = Valbi(2)) + /1 = gl ().

Ak teraz vyjadrime Pryyp, tak dostaneme

Piin = Wrenvi) = qlvn)® + (1= @)lvul® + Va(l — ¢)[(@1lvu) + (@)

kde sme pre jednoduchost vynechali zavislost vyrazov na polohe x. Interferencénd cast I = /q(1 — ¢)[{(¢1|vn) +

(¢1r]9r)] ma vyznam definovany vztahom (¢r|im) = ¥f¢¥n a plati I = /q(1 — ¢)Re[¢f¢n]. Tento vyraz moze byt
rovnako kladny, ako aj zdporny, a preto nemad interpretaciu akejsi pravdepodobnosti.

2.4 Vztahy neurcitosti a kvantovy paralelizmus

DalSou zo zvlastnych vlastnost! dvojstrbinového experimentu je dosledok pokusu o zaznamenanie §trbiny, ktorou
Castica preletela. Akondhle zistime, ¢o i len ¢iastoéni informdciu o $trbine, t.j. o udalosti [I — ], tak interferenény
¢len sa vytraca. Ak sa dozvieme presne, ktorou Strbinou castica letela, tak sa interferencia vytrati iplne a plati
Py = qPr+ (1 — q) P, t.j. klasické® séitavanie pravdepodobnosti. Informécia o trajektérii (ceste ktora ¢astica
presla) sa vylucuje s prejavom interferencie. Vztahy neurcitosti maji priamy stvis s touto vlastnostou. Viac a
presnejsie si o vztahoch neurcitosti povieme v dalsej prednaske.

Celd finta dvojstrbinového experimentu je v tom, Ze sa snazime vyjadrovat jeho vysledky v reci vysledkov
ziskanych pri experimentoch jednostrbinovych. To, ¢o zistujeme je, Ze pri dvojstrbinovom experimente s kvantovymi
systémami takdto redukcia nie je mozna. Ak nameriame pravdepodobnost Pii1r(z), tak nemame absoliitne ziadnu
informéaciu o pravdepodobnostiach P;, Pi;. Neznamend to vSak nedokonalost ndsho popisu, ale principidlne nie je
ziaden dovod, preco by sme takito informaciu mali mat. S klasickymi objektami je tato redukcia mozna, pretoze
vzdy vieme hovorit o trajektorii castice. Trajektoria Castice vSak v kvantovom svete nemé takmer zZiaden zmysel.
S tym suvisia prave vztahy neurcitosti. V kvantovej fyzike nenarazime na pripad, v ktorom by sme vedeli s istotou
povedat sicasne aj rychlost, aj polohu castice tiplne bez chyby, t.j. presne, resp. s nulovou disperziou (smerodajnou
odchylkou). Ale o tom az nabudice.

Zaver je taky, ze dvojstrbinovy experiment a dva jednostrbinové experimenty sii v kvantovom pripade dva tiplne
odlisné experimenty. V klasickej fyzike medzi tymito dvoma experimentami nie je Ziaden rozdiel a pri dvojStrbinovom
vieme vzdy povedat aj vysledky jednostrbinovych experimentov.

Tato ilustracia rozdielu medzi klasickym a kvantovym svetom nam poskytuje priestor na velmi delikatnu otazku:
kde je rozdiel medzi klasickym a kvantovym? Ako velké castice neinterferuju, t.j. s klasické? V tomto zmysle sa
robia experimenty s réznymi ¢asticami s cielom namerat interferenciu ako prejav ich kvantovej podstaty. Poprednym
lidrom v tejto oblasti je skupina prof. Antona Zeilingera, presnejsie povedané Markusa Arndta z Viedne. Prvy
dvojstrbinovy experiment bol samozrejme uskuto¢neny so svetlom, t.j. s foténmi. Potom prisli na rad elektrony a
iné elementarne cCastice. Cielom experimentatorov vo Viedni je nechat interferovat makromolekuly, pokial mozno
zivé. Takyto vysledok by, ked uz nie priamo pozmenil nase chapanie tlohy kvantovej fyziky pre zivot ako taky,
tak prinajmensom by nas donttil nevylucovat kvantové efekty a priori z hry. V poslednych desiatich rokoch sa
podarilo pozorovat interferenciu fullerénov (molekuly Cgo, Cro, t.j. kvantové lopty). Pred troma rokmi sa podarilo
donntit interferovat molekuly porfinu, ktory tvori sucast hemoglobinu. Fyzici z Viedne veria, Ze ziadna hranica
medzi klasickym a kvantovym neexistuje. Iba my nie sme natolko zruc¢ni, aby sme kvantovost dokazali detekovaf.
Budicnost ukaze, ¢i je tento nazor spravny, alebo nie.



Dvojstrbinovy experiment je aj grafickym zndzornenim tzv. kvantového paralelizmu. Riesenie ,dvojstrbinového
paradoxu®, t.j. otazky ,kadial castica vlastne letela?“ totiz znie, Ze Castica presla oboma Strbinami siicasne. Toto
tvrdenie sa v skutoCnosti neda vyvratit, ale ani potvrdif. Ide vSak o velmi dobrii nazornt predstavu. Kvantovy
paralelizmus nie je ni¢ iné ako iny nézov pre kvantovi superpoziciu. Toto pomenovanie ale vystiznejSie popisuje
uplatnenie principov kvantovej fyziky pri kvantovom pocitani. Vyhodou kvantovych pocitacov by malo byt, ze
dokézu preskimat sicasne mnozstvo vstupov (alternativ), t.j. idu vSetkymi cestami sicasne a otestuji naraz
mnozstvo moznosti. Tato téma vsSak nie je napliou tohoto kurzu a mala by byt diskutovand na tplne inych
prednéaskach.

3 Vztahy neurcitosti

Prototypom vztahu neurcitosti je kvantovomechanicky vztah medzi polohou a hybnostou castice, ktory poprvykrat
sformuloval Werner Heisenberg este v pociatkoch kvantovej tedrie. Je viacero verzii, ¢o vlastne tento vztah znamena
a hovori. Niektori hovoria o principe, ale v skutoc¢nosti ide o désledok matematického aparatu kvantovej fyziky, t.j.
ked uz mame sformulovand kvantovu fyziku, tak automaticky platia nejaké vztahy neurcitosti. Takze, ¢o vlastne
ten vztah neurcitosti je? Pokusime sa to vysvetlit.

Asi najcastejsi omyl je, ze pre kvantové systémy nevieme stcasne zmerat polohu a hybnost, resp. rychlost.
Takéto tvrdenie je z1é z toho pohladu, ze nikto ndm nemoéze zabranit zmerat aj polohu, a aj hybnost. Povieme si,
o ¢om presne vztahy neurcitosti hovoria.

Pod oznac¢enim meranie dvoch veli¢in A a B rozumieme spravidla dve experimentélne situdcie:

A. Merania vykondme postupne za sebou na kazdej jednej ¢astici. V takomto pripade mame experiment charak-
terizovany spolo¢nou pravdepodobnostou p(a,blA — B) = p(a)p(bla). Mbze to zniet paradoxne, ale celkova
pravdepodobnost zavisi na poradi v akom merania robime. Toto je pévodna myslienka Wernera Heisenberga
podla ktorého je pomenovany Heisenbergov princip neurcitosti. Tento princip mé priamy suvis s ndhodnou
zmenou stavu, t.j. charakteristik systému, pri kvantovom merani.

B. Na kazdej castici vykondme vzdy iba jedno z merani. Merania st nezavislé a mame dve pravdepodobnosti
p(a) a p(b). Aj v takomto pripade je namieste hovorit o principe neurditosti a dokonca ovela castejSie sa pod
principom neurcitosti mé na mysli prave tato experimentéalna situécia.

3.1 Pravdepodobnosti

Vztahy neurcitosti su inym doésledkom akejsi ,,vlastnej“ kvantovej nahodnosti, resp. Statistickosti. Zadefinujme si
velic¢iny:

1. Strednd hodnota merania: (A), = >, a;p,(a;)

2. Disperzia: og(A) = (A = (4)0)*)e = 32;(a; — (A)o)pe(ay)
Tento vyraz si mdzeme upravit nasledovne o*(A) = 3 (a — (4))*p; = >, p;la® — 2a(A) + (A)%] = (4?) —
2(A)(A) + (A)? = (A%) — (A)2. Kvdli jednoduchosti sme vynechali implicitnti zavislost pravdepodobnosti ako
aj strednych hodndt na stave p.

Zvycajna interpretacia je taka, ze vysledok merania je strednd hodnota a nepresnost je charakterizovana disperziou.
Neskor si povieme akym spdsobom sa daja stredné hodnoty predpovedat v rdamci kvantovej fyziky. Nateraz nas
vSak nezaujima teodria, ale mame docinenia iba s experimentalnou realitou, resp. s pravdepodobnostami, ktoré
meriavame.

Ak sa hovori o vztahoch neurcitosti, tak vo vacsine uc¢ebnic sa tato diskusia konci napisanim nerovnosti

#(A)o(B) > ([, B

kde na pravej strane vystupuje strednd hodnota $pecidlneho merania, ktoré oznac¢ujeme ako [A, B] = AB — BA a
nazyvame ho komutatorom merani A a B. K presnej definicii sa este vratime. Pre nés je dolezité, ze pre hybnost a
polohu, t.j. A = X, B = P, dostdvame znamy vztah

o(X)o(P) >

[



Vyznam tohoto vztahu je nasledovny. Ak je disperzia pre meranie polohy nulova (vieme presne uréit polohu castice),
tak disperzia hybnosti musi byt nekonecnd, aby sme dosiahli nenulovi lavi stranu, t.j. ak o(X) = 0, tak o(P) = co.
A toto je presne jeden z vyznamov kvantovej neurcitosti:

Neexistuje tzv. bezdisperzny kvantovy stav, t.j. taky, pre ktory o(A) = 0 pre vSetky merania A. ‘

Inymi slovami: vzdy existuje meranie, pri ktorom nevieme vysledok predpovedat s urcitostou, ale iba pravdepodob-
nostne. Vztah neurcitosti teda vyjadruje, ze pravdepodobnosti sa v kvantovej fyzike nezbavime, presnejsie nie sme
schopni sa tychto pravdepodobnosti zbavit, a nas popis s nimi musi poéitat. Alternativne, ak uvazime konkrétne
dve veli¢iny A a B, tak hovorime, Ze ich nevieme sticasne presne zmerat.

Odvodenie horeuvedeného vztahu vSak pochidza z predpokladu, ze robime experiment typu B a urcite neplati
v situdcii A. V skutocnosti v situécii, ked merania vykondvame postupne za sebou, resp. naraz na tej istej castici,
hore uvedeny vztah tplne strdca platnost. Za istych podmienok plati podobny vztah, ale bez faktora 1/2 na
pravej strane, t.j. o(A)o(B) > ([4, B]). Ako sme vSak povedali, toto plat{ iba za istych podmienok a pre Specidlne
prevedenie merania prislusnych veliéin A a B. Hovorit o vztahu neuréitosti v re¢i disperzii a mat pritom na mysli
experiment typu A je nespravne. Jednoduchym argumentom je, ze ak meriame A a B za sebou, tak meranie B je
vzdy ovplyvnené vysledkami merania A, ktoré meni stav systému. Inymi slovami vyraz o(B) v reldcii neurcitosti
sa vztahuje k inému stavu, ako o(A).

3.2 Zmena stavu pri merani

Uz niekolkokrat sme si povedali, ze meranie kvantového systému meni jeho stav dopredu nepredvidatelnym sposo-
bom. V istom zmysle je tato vlastnost vyjadrenim vzfahu neurcitosti. Otazka teda znie, akym sposobom sa stav
pri merani meni. Meranie si predstavime, ako zariadenie, ktoré m4 jeden vstup (pociatoény stav |¢)) a dva vystupy
(koneény stav |¢,) a vysledok merania a). Otdzka je, ¢i ¢, = dq (), t.j. ¢ vysledny stav systému zavisi okrem
vysledku merania aj na vstupnom stave |1). Vyuzijeme nasledovny experimentdlny fakt: ak zmeriame dvakrat bez-
prostredne za sebou tu istt veli¢inu, tak dostaneme vzdy tplne rovnaké vysledky. To znamend, Ze po zmerani je
Castica popisana stavom, ktory sa pri merani nijako nemeni. Délezity poznatok je, ze takéto stavy vobec existuja
a plati pre ne (A)y, = a a g4, (A) = 0. Inymi slovami, po namerani vysledku a sa systém nachddza v takom stave,
v ktorom pg, (a) = 1. A tento fakt mé platit pre vSetky vstupné stavy |¢). Otdzkou je, kolko existuje stavov w
s takouto vlastnostou, t.j. p,(A = a) = 1. Momentélne eSte nemdme néstroj, ktory by ndm pomohol na tiito otdzku
odpovedat korektne, ale zhruba mézeme povedat, ze takyto stav je iba jeden. Ak je to pravda, tak potom vysledny
stav nezavisi od vstupného stavu. Vynimkou st iba tzv. degenerované veli¢iny /merania, pre ktoré je moznych stavov
viac, ale zavislost na vstupnom stave nie je nejak tragicka. Mozeme urobit zaver, ze pri vysledku a sa stav skokovo
zmeni na stav |¢,) a tato zmena nezavisi od pociatocného stavu.

Prikladom merania je aj polarizator a horeuvedend zmena stavu pri merani plne zodpoveda tomu, ¢o sme si
o polarizacii foténu povedali. Ak postavime za seba dva rovnako natocené polarizatory, tak fotén bud prejde oboma
polarizatormi, alebo neprejde vobec, t.j. moznost, Ze by sa zastavil az na druhom polarizatore, ak uz tym prvym
presiel, je nulova.

Ak si to zosumarizujeme, tak meranie je vlastne uréené sadou moznych vysledkov {aq,...,aq} a prislichajtcich
vyslednych stavov {|¢1), ..., |dad)}.

3.3 Kvantova tedria — prvé naznaky

Ulohou teérie je priradit stavom a meraniam nejaké matematické objekty, ktorych vlastnosti Spiflajfl odpozorované
vlastnosti ako interferencia, neurcitost a iné. Jedna z moznosti na popisanie vlastnosti stavov a merani je zacat
s tzv. Hilbetovym priestorom. Hilbertov priestor je komplexny vektorovy priestor, v ktorom existuje skaldrny
stcin. Stavy st objekty z takéhoto priestoru, skaldrny siacéin zohladnuje vlastnosti kvantovych pravdepodobnosti a
dimenzia priestoru zodpovedd maximélnemu poc¢tu réznych vysledkov merani (pre polariziciu d = 2, ale pre casticu
v dvojstrbinovom experimente d = oo). Meranie fyzikdlnych veli¢in popisujeme tzv. hermitovskymi operatormi.
Prvky Hilbertovho priestoru (stavy) si moZeme predstavit ako stipéek komplexnych ¢isiel. Hermitovské operéatory
st potom matice, pre ktoré A;, = A};j. K tomu sa este vratime. Teraz si ukazeme dva priklady.

Zacali sme tuto cast tym najznamejsSim prikladom kvantovej neurcitosti, a sice vztahom neurcitosti medzi
polohou a hybnostou. Pri dvojstrbinovom experimente sme si hovorili, ze namiesto pravdepodobnosti vyskytu



castice v danom bode priestoru je vyhodnejsie pouzivat tzv. amplitidy pravdepodobnosti. V tomto pripade tieto
amplitidy (komplexné odmocniny z pravdepodobnosti) tvoria tzv. vlnovi funkciu ¢ (z), ktord plne popisuje stav
kvantového systému |1). S trochou fantdzie vieme funkciu interpretovat ako nekoneény a spojity stipéek, t.j vektor.
V skutoc¢nosti priestor funkcii tvori Hilbertov priestor so skaldrnym suc¢inom definovanym ako integral

(Ylo) = / V¥ (@) (x)da .

Povedali sme si, Ze pravdepodobnost (presnejsie hustota pravdepodobnosti) p(x) = |¢(z)]?> = ¥*(x)(x). Pre
strednt hodnotu polohy teda dostavame

(x) = / dz zp(z) = / de " (@)ap(z) = (| X])

Pomocou poslednej rovnosti, ktord méa iba formalny zmysel, m6zeme nadefinovat, ako vyzerd operator polohy.
Stcasne vidime, ako bude asi vyzerat kvantovy vyraz pre strednd hodnotu fyzikédlnej veliciny A pre ¢asticu v stave
|). Specifikdcia stavov, merani a aj pravdepodobnosti patri k postuldtom kvantovej fyziky. My sme si prave
naznacili, ze operator polohy posobi ako operator nasobenia, t.j.

X(x) = ().

Ako vyzerd operator hybnosti? Néjdenie reprezenticie fyzikalnych veli¢in ako hermitovskych operatorov je
jednou z centralnych dloh kvantovej tedrie a ide o tlohu velmi tazkd. Jedna moznost ako zistif pésobenie operdtora
hybnosti na vlnovi funkeiu je pouzit vztahy neuréitosti. Malo by platit, Ze [X, P] = ¢hl, t.j. hladdme taky operdtor
P, aby platilo

(XP = PX)(x) = x(Py(x)) — P(ay(z)) = ilap(z) .
Vediet, ze ak P(x¢(z)) = z(P(¢(x))) + P(z)y(z), tak dostdvame podmienku —P(x)y(x) = ihy)(z). Prvd rovnost
nam hovori, ako operator hybnosti pésobi na sic¢ine dvoch funkcii. Zo skisenosti vieme, ze takto presne posobi
derivacia, ktord je linedrnou operaciou na funkciach. Ak uvazime, ze P = k%, tak horeuvedenad podmienka fixuje
konstantu k = —ih. Touto Gvahou sme nasli nejaky linedrny operétor, ktory spliia vietko, ¢o je treba. D4 sa ukézat,
ze je jediny, t.j. operator hybnosti je derivaciou

. d
Py(x) = fzh@w(x) .

Polarizacia je druhy kvantovy systém, s ktorym sme sa stretli. Tento je ovela jednoduchsi. Pri kazdom me-
rani pomocou polarizatora mame iba dva vysledky: bud fotén prejde a je zaregistrovany detektorom, alebo fotén
neprejde. Prislusny Hilbertov priestor je preto iba dvojrozmerny. VSeobecny stav je

) = alH) + B|V)

kde |H) je horizontdlne a |V') je vertikdlna polarizicia. Linedrne polarizovany fotén v smere uréenom uhlom ¢ je
potom |¢) = cos p|H) + sin ¢|V). Pravdepodobnost, Ze takyto fotén prejde horizontalnym polarizdtorom je potom
p(H) = [{¢|H)|* = cos? ¢, pretoze sme vyuzili (H|V) = 0. Tento vysledok je samozrejme zhodny s predpovedou
klasickej tedrie elektromagnetizmu. Opét zopakujeme podstatny rozdiel. V klasickej tedrii popisujeme svetlo ako
vlnu, ktord sa skladd z mnozstva foténov, ale z pohladu kvantovej tedrie popisujeme polarizédciu individualnych
foténov, ktoré v klasickej tedrii neexistuji. Ako popisujeme polarizator? Ak uvaZzime, ze vysledky sa: ,preslo 0
foténov“ a ,presiel 1 fotén“, t.j. st ocislované ako 0 a 1. Ak chceme spocitat stredni hodnotu horizontélneho pola-
rizatora, tak dostaneme (Py) = 0-p(0)+1-p(1) = p(1) = p(H) = |{(¢|H)|?. Ak si posledny vyraz trochu rozpiseme
|(W|H)|? = (|H)(H|p) = (1| Pglt), tak dostaneme tvar operatora, ktory popisuje meranie polarizadtorom. D4 sa
povedat, ze Py = 1-|H)(H|+0-|V)(V| = |H)(H]|.

Poznamka na zaver: Napriek tomu, Ze my sme si popisali vztahy neurcitosti ako vlastnost, ktord pozorujeme pri
merani typu B, Heisenberg mal bezpochyby povodne na mysli prave situaciu A, pretoze hovoril o tom, ako meranie
veli¢iny A ovplyviiuje meranie B, a naopak. Hovoril o vztahu medzi nepresnostou v merani A a narusenim vysledkov
merania B. Nam vsak stac¢i vztah neurcitosti, ktory sme si popisali. Zvysok patri do tzv. teérie kvantového merania,
ktora je vsak tematicky mimo tychto prednasok.



4 Kvantovy stav

KIacovym pojmom kvantovej fyziky je zmena spdsobu popisu sveta okolo nas. Namiesto toho aby sme povedali, ze
mame casticu s takou a takou energiou, polohou a rychlostou, kvantova fyzika pouziva pojem kvantového stavu.
Kvantovy stav je tiplne abstraktné vec, z ktorej vieme zistit vSetko, o sa o danom systéme dé. Naviac ide o nutnost,
t.j. zavedenie konceptu stavu nam umoznilo zacat sa o kvantovom svete vobec vyjadrovaft.

Na poslednej prednaske sme si naznacili ako sa povie kvantovy stav a aj meranie v jazyku matematiky. Dnes si
to zopakujeme a v podstate nadefinujeme, ¢o bude stav, meranie, atd. Takisto si povieme, ¢o to je superpozicia a
ako odvodit minulotyzdnové vztahy neurcitosti.

4.1 Formalna struktira
stav [1)) normovany prvok v Hilbertovom priestore H
pravdepodobnosti [(1]p)]? skaldrny sacin
fyzikélna veli¢ina A=At hermitovsky operator H — H
strednd hodnota (A)y = (Y| Aly) (A)yp =3, anp(an)
exp. vysledky Aldn) = an|dn) vlastné hodnoty A
stav po meran{ [P ) vlastny stav operdtora A
pravdepodobnost vysledku | p(a,) = [(¢,|0)[> | [¥) =, culdn), cn = (¢nlth) je amplitida pravdepodobnosti

4.2

Vlastnosti

Nejednoznaénost stavu. Aby suma pravdepodobnosti bola normovand, Y, p(a,) = 1, tak [|[¢|| = /(¥|¢) =1,

t.j. uvazujeme iba normované vektory ako stavy. Zo vztahu pre pravdepodobnosti vysledkov p(a,) vidno,
7e pre stavy [1) a i) = e|¢) s tieto pravdepodobnosti stale rovnaké pre akékolvek meranie. Vysledok
tychto podmienok je, Ze stavy st prvku tzv. komplexného projektivneho priestoru CP?, ktory je izomorfny
Hilbertovmu priestoru bez nulového vektora vyfaktorizovany vzhladom k triede ekvivalencie [¢)) ~ [¢)') <

[9') = Kl¢).

Princip superpozicie. Ak |¢1) a |¢2) popisuju kvantové stavy, tak potom aj |¢) = a|p1) + B|¢d2) je kvantovy

stav. Hovorime, Ze |1) je superpoziciou stavov |¢1) a |¢2). Ako vidime, superpozicia nie je ni¢ iné ako linearita
Hilbertovho priestoru, t.j. ako linedrna kombinacia. Pre stredné hodnoty potom plati:

(WlAlY) = |al*(d1]Algr) + [B* (62| Alp2) + a* B{¢1|Alp2) + aB*(@2|Alér)

t.J.
(A)y = lal*(A)g, + B (A)g, + 1,

kde T = 2Re{a*B(p1|A|p2)} je interferenény ¢len. V Specidlnom pripade, ak ¢1|d2) = 0, t.j. tieto dva stavy st
ortogonalne, tak |a|?+|B]? = 1, t.j. tieto koeficienty maji vyznam pravdepodobnosti, &m dostdvame situciu
podobni v dvojstrbinovom experimente, kde takato vlastnost plati. Ak |¢1), |¢p2) s vlastné stavy A, tak
potom pri tomto merani nepozorujeme ziadnu interferenciu I = 0. Poucenie je také, ze interferenciu treba
hladat. Kedze sme vo vektorovom priestore, tak kazdy stav je superpoziciou nejakych inych stavov, a teda
kazdy ma potencidl vykazovat interferenciu. Treba len vybrat spravne meranie A, resp. spravnu superpoziciu
V) = >, ck|dw). Zaver je taky, ze kazdy stav je superpoziciou nejakych inych.

Vztah neurcitosti. Nerobil som na prednaske, ale tu je odvodenie. ..

Uplna informacia. Kvantovy stav reprezentuje maximalnu informéciu, aki vieme o kvantovom systéme ziskat,

ak neuvazujeme dynamiku, o ktorej bude re¢ nabudice. Ak vieme stav, tak vsetko ostatné je uz iba vecou
vypoctu, resp. vieme to predpovedat. Toto je vSeobecna vlastnost stavu v akejkolvek teoérii. Stav reprezentuje
maximalny stav nasich vedomosti o systéme. Neexistuje sposob ako vediet o kvantovom systéme viac ako jeho
stav a kazdy stav obsahuje rovnaké mnozstvo informécie.



4.3 MnozZina stavov a zmieSavanie

Prirodzenou je otazka, ¢i prvky Hilbertovho systému popisuji vSetky mozné kvantové stavy. Odpoved je zdporna.
Situécia, ktori v kvantovej fyzike popisujeme, je nasledovna. RozliSujeme medzi dvoma typmi zariadeni:

Preparator. Toto zariadenie produkuje kvantové systémy a v podstate kvantovy stav je charakteristikou tohoto
zariadenia. Hovorime, Zze preparator pripravuje Castice v stave x.

Meracie zariadenie. Ide o meraci pristroj, t.j. zariadenie, ktoré ndm pontka vysledky, ktoré interpretujeme
ako hodnoty nejakych fyzikdlnych charakteristik (velicin) daného systému. Pomocou tychto vysledkov sa
dozvedame nieCo o samotnom kvantovom stave, t.j. o preparatore. V skutoc¢nosti ale tato interpretacia v reci
fyzikalnych veli¢in nie je na istej trovni potrebna a o merani mézeme hovorif ako o zariadeni, ktoré rozlisuje
medzi N vystupmi, ktoré s Specifikované stavmi. Tieto stavy tvoria bazu Hilbertovho priestoru, t.j. akykolvek
vektor vieme vyjadrit ako superpoziciu tychto stavov.

Ak méame dva preparatory P, a Py, tak mozeme postavit taky preparator P, ktory ndhodne s istymi pravdepo-
dobnostami ¢; a g2 (¢1 + g2 = 1) strieda obidva. Stav, ktory takto pripravime, je zmesou

0 < {(qu,[#1)), (g2, |#2))} -

Strednd hodnota nejakého operdtora A pre takyto preparator je dana vztahom

(A)o = q1{A) g, + @2(A) g, = q101|AlP1) + q2(P2|Al @2 .

Strednd hodnota je dana takymto vyrazom prave preto, ze ide o zmiesavanie dvoch preparatorov.
V Hilbertovom priestore plati, Ze ortonormélna béaza, t.j. (e;jlex) = d;, splila aj nasledovni identitu I =
>_;lej)(ejl, t.j. ide o jednotkovy operdtor na priestore H. Podme ratat

(phil Al¢) = (GITAI|G =D (dle;)(eslAlex)(exlo) = D (ejlAlex) (exlo)(dles) = Y Anl[Psln; = TrAP; = (A)o
Jrk ik jk

kde sme pouzili P, = |¢)(¢| a operdciu stopy, ktord je definovand TrA = ) ; (ej]Ale;). Kedze stav je plne urCeny

strednymi hodnotami vSetkych merani, tak namiesto normovaného vektora mézeme stavy reprezentovat aj ako

jednorozmerné projektory P, ktoré budeme skratene oznacovat ¢ = |¢)(¢|. Zakladné vlastnosti operacie stopy su
linearita (Tr[A + AB] = TrA + A\TrB) a cyklickost (TrAB = TrBA). Vdaka linearite vieme napisat

@ (A) g, +q2(A)g, = 1 TrAPy + q2TrAgy = TrA[q11 + q2¢2] = TrAp.

Inymi slovami, stav zmieSsaného preparatora vieme vyjadrit pomocou operatora ¢ = q1¢1 + g2¢2.
Tento operator nazyvame matica hustoty a ma nasledovné vlastnosti:

Pozitivita. T.j. (¢|e|) > 0. Tato vlastnost je dosledkom pozitivnosti pravdepodobnosti pre jednotlivé merania.
Pravdepodobnost namerat vysledok a,, je dand vztahom p(a,) = Tré,o0 = (Pn|o|d,. Odtial dostdvame, ze

(¢[el) = 0 pre vietky [¢)) € H.
Normovanost. T.j. Tro = 1. Toto je dosledkom toho, aby platilo ; p(a;) = 1 pre akékolvek meranie.

Dostali sme teda, ze mnozinu stavov je potrebné rozsirit, a novd mnozina stavov je:
SH)={o€ L(H): 0>0, Tro=1}

Strednéd hodnota operatora A je definovand ako (A4), = TrAp. Vidime, ze merania a stavy si popisované velmi
podobnymi objektami, alebo trochu presnejsie, stavy si podmnozinou mnoziny merani. Prvky S(#H) nazyvame
matice hustoty.

Casto prichddza ku chybe, Ze sa zamiena pojem zmieSavania a pojem superpozicie. Presne o tomto je mimo-
chodom aj dvojstrbinovy experiment. Ak nepozorujeme interferenciu, tak ide o zmes, inak ide o superpoziciu. Pre

porovnanie majme superpoziciu 1)) = \/p|¢1) + /1 — p|¢2) a zmes o = pp1 + (1 — p)¢p2. Dostavame

(A)p =p{A)p, + (1 —p)(A)g, +1 (Ao =p(A)p, + (1 = p)(A)g,
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4.3.1 Rozklady matice hustoty

Zacali sme tym, ze matica hustoty je zjednoduseny zapis stavu preparatora, ktory vznikol zmiesanim dvoch réz-
nych preparatorov. Uvazujme priklad s polariziciami. Majme dva preparatory, ktoré st zmieSanim preparatorov
pripravujuicich polarizécie rdoznych smerov. Napriklad o1 + {(0.5,|H)), (0.5,]V))} a 02 < {(0.5,|P)), (0.5,|L))},
kde P = %(\H} +|V)) je pravotociva polarizdcia a L = %(|H} —1i|V)) je lavotociva polarizdcia. Ak si spocitame
prislusné matice hustoty, tak zistime, zZe st tplne rovnaké, a sice 01 = g2 = %I . To znamena, ze meraniami nevieme
tieto dva preparatory odlisit. Sme niteni prijat zdver, ze pre jednu maticu hustoty existuje dokonca nekonecne vela
réznych rozkladov, t.j. zmiesavania preparatorov.

Preparator, ktory pripravuje stav o vSak nemusi byt nutne nejaké zlozenie dvoch preparatorov. Napriklad taka
ziarovka. Hovorime, Ze produkuje svetlo najroznejsich polarizécii, t.j. celkovy stav je o, = [ di[¢)(¢], ale toto nie
je ni¢ iné ako %I , t.j. iplna zmes. Tento isty stav vznikne aj zmiesanim horizontélne a vertikalne polarizovaného
svetla s rovnakymi pravdepodobnostami. A neexistuje experiment, ktory by rozlisil, ktory pripad skuto¢ne nastal.
Summa summarum, nemdzeme povedat, ze ziarovka produkuje svetlo polarizované v najroznejsich smeroch, alebo
& je to iba zmes dvoch preparatorov. Uplnd zmes je taky stav, ktory déva pre kazdé meranie konstantni distribtciu
vysledkov.

Zmiesavanie zavddza do hry konvexné kombindcie, t.j. S(H) je konvexnd mnozina. To ndm umoZn{ zodpovedat
dalsiu otazku. Rozsirili sme mnozinu stavov ako prvkov z Hilbrtovho priestoru na matice hustoty. Pouzili sme
pritom zmieSavanie preparatorov zodpovedajicich prvkom Hilbertovho priestoru. Co sa stane ako sa pozrieme
na zmiesavanie preparatorov matic hustoty? Ni¢. ZmieSavanie matic hustoty je ich konvexnd kombindcia a vzdy
dostaneme iba stav, ktory je popisany maticou hustoty. Vyzerd to a zaver je taky, ze matice hustoty tvoria uplny
priestor kvantovych stavov.

Napriek tomu, ze sme zacali s predstavou o zmieSavani, tak nie kazdy preparator, ktory produkuje maticu
hustoty, je nutne iba zmiesanim inych preparatorov.

4.4 Merania a ich zmieSavanie

Podobne ako sme zmiesavali preparatory, mézeme zmieSavat aj meracie zariadenia, t.j. akosi ndhodne striedame pri-
stroje, ktorymi dany objekt premeriavame. Podobne ako predtym, takéto meranie je popisané ako M < {(¢1, A1), ...
Potom stredna hodnota v stave g sa rovna

(M), = Z%’(Ajh» = [Tro(D  gjajndin)l = Y ajTroFj,

kde sme oznadili A;|¢;r) = a;k|Pk) & Fjx = ¢ k. Ako zédver mame, ze meranie je dané mnozinou vysledkov a
prislichajicej mnoziny operatorov, t.j. M = {u, F,,}, kde p sme pouzili na indexéciu réznych vysledkov. Niektoré
z vysledkov sa automaticky spajaji (ak predstavuji to isté ¢islo), ale moézu sa zlaéit aj umelo. Namerané hodnoty
nie st to podstatné a pri meraniach ide skor o tie pravdepodobnosti.

Najvseobecnejsie merania st Specifikované sadou pozitivnych operdtorov F), > 0, ktorych suma je rovna jednot-
kovému operétoru, t.j. > u Fu = 1. Tieto merania sa zvyknu nazyvat ako POVM merania, z anglického ,,positive
operators valued measure®.

4.5 Cisté a zmiesané stavy

Hlavnym bodom tejto predndsky je Specifikdcia mnoziny stavov S(H). Uz sme spomenuli, Ze tdto mnoZina je
konvexnd, t.j. ak o1,...,0n € S(H), tak potom aj >_qjo; € S(H) pre vsetky ¢1,...,qy > 0a > ;q; = 1. Nasu
debatu o stavoch sme zacali s tym, ze stavy sa prvky Hilbertovho priestoru a pomocou zmieSavania sme tito
mnozinu rozsirili na matice hustoty. Tieto stavy z Hilbertovho priestoru s vSak stale vynimocéné a kazdy jeden je
extremalnym bodom.

Extremalny bod je, Tudovo povedané, taky stav, ktory sa nedd napisat ako konvexnd kombinacia ostatnych
stavov. Matematicky to znamena implikdciu o = Ao + (1 — A)p2 = 01 = 02 = 0. Ak tato implikdcia plati, tak ¢ je
extremalny. Tieto body sa zvykni nazyvat aj cisté stavy. Extreméalne body st jednorozmerné projektory, z ktorych
kazdy zodpoveda nejakému prvku z Hilbertovho priestoru. Ostatné stavy sa nazyvaji zmiesané.

Na charakterizaciu stavov okrem tohoto zédkladného delenia pouzivame ja nejaké tie funkciondly. Dva najviac
pouzivané st
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Cistota. P(p) = Tro?. Plati, ze P(p) = 1 iba pre &isté stavy.

Entropia. S(9) = —Trplog . Tu plati, Ze S(9) = 0 pre ¢isté stavy. Maximum je dosiahnuté pre tplne zmiesany
stav, pre ktory S(%I) = logd. Entropiu pocitame tak, ze operator g zdiagonalizujeme, t.j. o = Zj Ajj, a
potom spoéitame S = — > j Ajlog A;. Takymto spésobom sa inak pocita akakolvek funkcia definovana na
stavoch, t.j. zdiagonalizovat a potom zratat na diagondle obycajnu ¢iselna funkciu. Kedze existuje dost velké
mnozstvo réznych entropii, tak tato sa nazyva von Neumannova a ako vidno aj z definicie, tak tzko suvisi so
Shannonovou entropiou H(p1,...,pa) = —3_; pjlog p;. MoZete skisit ukazat, Ze

S(o) min —>  plax) log p(ax) plar) = Trodr = (k|Alox)

A:Zkak|¢k><¢k| X
kde minimum je cez vSetky merania A.

Tieto dve charakteristiky sa zvyknt pouzivat najmé na charakterizaciu miery zmieSanosti stavu, ale vyskytuju sa
aj v mnohych inych fyzikdlnych, alebo informatickych suvislostiach.

5 Schrodingerova rovnica

Zacnime opéf podobnou tabulkou ako v minulej ¢asti, no uz pouceni tym, Ze mnozina stavov, aj merani je vicsia
ako sme mali predtym.

mnozina stavov SH)=4{o:H—>H,0>0Tro=1}

mnozina merani | M ={M < {F,},F,:H—>H, F, >0, F,=1}

pravdepodobnosti | p(n) = TroF),

Cisté stavy 0=0"ePlo)=Tre* =1 S(0) =0, t.j. 0= Py =1 = [{) ()]

zmiesané stavy 0o=> ;Pjo; = >k @WK, rozklad je nejednoznacny, ale vSetky st neodlisitelné
fyzikalne veli¢iny | A =", arthr <> {x}, t.. A= AT & (Y|Ad) = (AY|¢)

5.1 Cas a ¢asovy vyvoj

Otéazka, ¢o je to Cas, je tazkd a velmi zabfda do filozofie. Pre nas je c¢as akysi parameter, ktory nam umoznuje
formulovat tzv. dynamiku. Dolezitym faktom je, ze z pohladu kvantovej fyziky je Cas iba takyto parameter a
neexistuje nejaké kvantové meracie zariadenie, ktoré by ¢as meralo podobne ako polohu, alebo hybnost. Presnejsie
neexistuje operator ¢asu T'. Alebo este inak: ¢as nie je charakteristikou stavu, ale mézeme hovorit o ¢asovom vyvoji
stavu. V tejto Casti si povieme podla akych pravidiel sa kvantovy stav méze menit, resp. meni v ¢ase. Nepojde
o akési odvodenie, ale skor o naznak preco prave takto. Ono v skutocnosti je casovy vyvoj dalsim z postulatov
kvantovej fyziky.

Z matematického pohladu je prirodzené, aby bol ¢asovy vyvoj popisany akymisi transformaciami definovanymi
na mnozine stavov, t.j. oo — 0; = T¢[0o]. Tieto transformécie pre kazdé ¢ musia spliiat:

Uzavretost. T; : S(H) — S(H), t.j. T¢ je pozitivna opericia (g; > 0) a zachovéva stopu Tro; = Trgp = 1.

Linearita. T;[}_; Ajo;] = A;Ti[o;]. Linearita je dosledkom zmieSavania a nejednoznacnosti konvexného rozkladu
matice hustoty. Alternativne sa mdzeme na to pozriet z pohladu zmiesavania preparatorov, pretoze pozoro-
vanie ¢asovej zmeny sa liSi od experimentu merania iba tym, ze pred vykonanim merania chvilku pockame,
t.j. medzi prepardtorom a meranim uplynie nejaky cas ¢.

Uplna pozitivita. Tito vlastnost je jednou z najtazsie argumentovatelngch v intuitivnej rovine. Zhruba pove-
dané ide o nasledovné. Predstavme si, Ze nas systém je stcastou nejakého vicsieho celku (pre jednoduchost
povedzme, Ze ide o dva systémy), ale vieme jeho ¢asovy vyvoj popisat bez konkretizovania vlastnosti iného
systému. Este sme si nepovedali, ako vyzerda kvantova fyzika takychto zlozenych systémov, ale k tomu sa
neskdr dostaneme a nateraz to este nie je potrebné. Povieme si iba, ze dva systémy mozu byt vo velmi zvlast-
nych stavoch. Dokonca takych, Ze ked sa aj vyvijaju nezévisle podla vyvoja spliiajiceho prvé dva body, tak
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celkovy stav nemusi byt korektny kvantovy stav oboch systémov. A takéto nieco je nepripustné a znamend
to, ze pozitivita transformécie 7; nie je dostatoénou podmienkou. Musime ju pritvrdit a pozadovat tplni
pozitivitu, ktorad zarucuje, ze aj stav zlozeného systému bude vzdy dobrym kvantovym stavom.

5.2 Vyvoj uzavretého systému.

Vo fyzike rozliSujeme dva zakladné typy systémov: otvorené a uzavreté. Uzavrety systém je istou idealizciou
reality, ktord ndm hovori, ze systém ,nekomunikuje“ so svojim okolim, t.j. nevymiena si energiu, Castice, a iné.
To, ¢o je zaujimavé pre takyto systém je, Ze jeho ¢asovy vyvoj je obratitelny. Inak povedané existuje inverzna
transformécia 7, % Obraz celej mnoziny stavov pri transformdcii 7; je nejakd podmnozina ST C S(H). Obratenie
tejto transformaécie aplikované na tito podmnozinu ndm d& celt mnozinu stavov. AvSak my musime aplikovat tato
inverzni transforméciu na celej mnozine stavov, ¢im sa vSak nutne dostaneme mimo mnoziny stavov, t.j. S(H) C
T, YS(H)]. A toto je samozrejme nepripustné, pretoze dostdvame nefyzikélne stavy, alebo presnejsie objekty, ktoré
Ziadnym stavom nezodpovedaji. Zaver je taky, Ze transformdcia T; musi byt bijekciou, t.j. T : S(H) = S = S(H).

Podme sa pozriet, kam sa mdzu transformovat Cisté stavy. Za¢nime nasledovnym pozorovanim. Predpokladajme,
Ze mame invertibilni transformdciu, ktord nejaky zmiesany stav zobrazi na sty stav, t.j. T¢[o] = T[A\é1 + (1 —
A da] = . Z linearity transformécie a Cistoty stavov ¢y, ¢o dostdvame, ze nutne Ti[p1] = Ti[d2] = ¢, pretoze
1) nevieme napisat ako konvexni kombindaciu inych stavov. Toto vSak nie je v ziadnom pripade bijektivne, resp.
obrétitelné zobrazenie, pretoZe vzor v je aj ¢1, aj @2, ale aj ich Tubovolnd konvexnd kombinécia (napr. o). Ddlezity
poznatok je, ze pre obratitelné transformacie sa ¢isté stavy zobrazuju na ¢isté stavy, t.j. tieto transformécie sa daja
sformulovat v reci vektorov v Hilbertovych priestoroch, t.j. ako bijektivne transformacie U; : H — H.

Uvéazme teraz princip superpozicie, ktory nam hovori, ze kazdy stav |i) vieme napisat ako linedrnu kombindciu,
tg. [¥) = >, culdn) = Dok ch|@),). Pouzitim tohoto principu opéit dostdvame, Ze transforméacia Uy je linedrna,
tentokrat vsak ako transformacia na Hilbertovom priestore. My sme tito linearitu transformécie U; pouzili v dvoj-
Strbinovom experimente, v ktorom prichddza k vyvoju medzi Strbinami a tienidlom (detektormi). Na Strbine ndm
vznikd superpozicia [tri11) = %(W}ﬁ + [1m1)), ktord sa vyvinie do stavu |¢r411(t)) = %(W}I(t)) + |9 (t))) a prave
tlito superpoziciu nameriavame, pretoze pre pociatoéni superpoziciu by sme ziadnu interferenciu nepozorovali, t.j.
vyvoj je pri tomto experimente dolezity.

O transformécii U vieme, ze je linedrna a obrétitelna. Vieme povedat este nieco viac? Fyzikdlna podmienka
sa tyka energie, a sice energia uzavretého systému sa nemeni. Co je to ale energia? Kazdy z nds ma vytvoreny
koncept energie, t.j. madme nejakd predstavu. Bohuzial ide o ten typ predstav, ktory nadm neumoznuje povedat, co
to energia je. Problém je, Zze pozname tak vela roznych druhov energii: kineticka, potencidlna, tepelnd, elektricka,
magnetickd, jadrova, atd. Energia je zvlastnou fyzikalnou veli¢inou, pretoze je typicka pre kazdy systém. V tomto
je uplne odlisnéd od polohy, momentu hybnosti a rychlosti, ktoré si pre kazdy systém definované rovnako. Energia
v podstate definuje systém a umoznuje nam urcovat roézne typy objektov. Energia sa vyznacuje jednou velmi
peknou vlastnostou, a sice, ze sa zachovava. Ako fyzikalny princip, ktory pouzijeme pri Specifikacii vyvoja je zakon
zachovania energie.

Co je energia v kvantovej fyzike? Povedali sme si, ze fyzikélne veli¢iny st reprezentované hermitovskymi opera-
tormi, ¢ize pdjde o nejaky hermitovsky operator. V podstate moze byt lubovolny, aj ked pre konkrétny systém je
tento operator energie samozrejme jedinecny. Oznacme si ho pismenom H.

Co je zédkon zachovania energie v kvantovej fyzike? Mame prinajmensom dve moznosti: 7) zachoviva sa stredna
hodnota (H),, = konst, alebo i) zachoviva sa celd distribicia pre meranie energie, t.j. p,, (E) = Py, (E). My
budeme uvazovat tu silnejsiu podmienku, t.j. zachovanie celych distribucii, a nielen strednych hodnét. Oznac¢me
si ako |¢,) vlastné stavy operdtora energie H, t.j. H|¢p,) = Ey|én), kde E, st mozné vysledky merania energie.
Vidno, ze ak je pociatocny stav |ig) = |dn), tak tento stav sa pri vyvoji nemeni, t.j. tento operator je vlastnym
stavom aj operatora Uy, resp.

Utlpn) = eian(t)‘qsm o (t) € [00,00].

Hore uveden rovnost vsak uz plne charakterizuje typ operatora Uy,. Operatory, pre ktoré plati UUT = UTU = I sa
nazyvaju unitdrne a plati pre ne, ze U = Y, €"**|¢y)(dx], t.j. vlastné hodnoty maji tvar komplexnych odmocnin
z jednotky. Vysledkom nasich dvah je, ze casovy vyvoj uzavretého systému je popisany unitdrnymi operatormi
U;. Tieto operdtory maju vztah k operdtoru energie, a sice maja tie isté vlastné vektory. Potom pre akykolvek
podiatoény stav |¢) je pravdepodobnostna distribiicia energii nemenna, t.j. p(En,t) = [(¢n|V:)]? = [(dn|t0)|? =
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p(E,,t = 0). Naviac unitdrne operatory zachovdvaji skaldrny stcin, t.j. (¢|¢) = (¥'|¢'), kde [¢") = Uy, |¢') =
Ulg).

’ Casovy vivoj uzavretého systému je popisany unitarnymi operatormi Uy : H — H. ‘

5.3 Schrodingerova rovnica

Prisli sme na to, ze vyvoj je popisany unitarnymi operaciami, presnejSie povedané jednoparametrickou mnozinou
takychto operacii. Otdzkou zostava, ¢i lubovolna takdto mnozina popisuje vyvoj. Odpoved je samozrejme zaporna,
pretoze sme si povedali, Ze vyvoj zachovava energiu a ukazali sme si, Ze je velmi uzky vztah medzi operatorom U; a
operatorom energie H, pretoze maju tie isté vlastné stavy |¢y,). Predstavme si, Ze systém sa vyvinul z pociatoéného
stavu do stavu |¢;) = Ug|tg). Kludne mdzeme povazovat |1;) za pociatoény stav dalSicho vyvoja a nechat systém
vyvijat sa eSte Cas s, t.j. [i4s) = Uslthy) = UsUi|hp), ale sicasne mozeme povedat, Ze vyvoj je dany operédto-
rom Ui, t.j. [¥rys) = Uits|tho). porovnanim dostaneme jeden velmi délezity vztah, a sice vyvoj by mal spltiat
podmienku
Uirs = UsU; .

Inverzny operéator Ut_1 = U_; ma vlastne vyznam spétného casového vyvoja. Naviac vzdy by malo platit, ze
limy_yo Ug|to) = |[to), t.j. Ui=o = I. VSetky tieto podmienky dohromady znamenajd, ze mnozina {U;}; tvori tzv.
jednoparametricki grupu, t.j. platia vlastnosti ¢) uzavretost vo¢i grupovej operacii, t.j. Uys = U Us, i) existuje
inverzny prvok U{l = U_; a 4it) mnozina obsahuje jednotkovy operator Ui—o = I.

Vo fyzike mame vo zvyku formulovat ¢asovy vyvoj pomocou diferencidlnych rovnic. Predstavme si, Ze mame
Casovy vyvoj |[¢¢). Aké diferencidlna rovnica ho uréuje? Urobme ¢asovii deriviciu

d o Neae) = [0y (Uae — I)|4y)
@) = e =

= L|1/Jt>

kde sme pouzili, ze rozdiel Ug; — I vieme zapisat ako Ldt, kde L je nejaky linedrny operator. Inymi slovami to
znamend, ze infinitezimalne mald ¢asova zmena sa dé vyjadrit nasledovne

[Ve4ae) = [Pe) + L|pg)dt .

Dostdvame teda diferencidlnu rovnicu

d|y)
= L 5
ktora popisuje a definuje ¢asovy vyvoj. Formalnym rieSenim tejto rovnice je
Lt Lt n 2,2
= kd = — (L) =T+ Lt+ =L*t"+....
[1he) = e™"|1bo) e e 7é0m( ) +Lt+ g +

t

My vieme, 7e operator e”* musi byt unitarny operator U, t.j.

UL = et (el = eltel't — otL+LT) —
Dalej vieme, ze eX = I iba ak X = 0. Aby teda platila posledna rovnost pre vietky ¢asy t, tak
L+L'=0 = L=-Lt,

Co znamend, ze operator L je antihermitovsky. Nastastie existuje velmi jednoduchy prepis medzi hermitovskymi a
antihermitovskymi operatormi. Ak L je antihermitovky, tak L = iL je hermitovsky operator, pretoze LT = (iL)" =
—iLt =iL = L.

Opiét zvolme ako pociatoény stav vlastny stav operatora energie |¢,). Vieme, ze

Us|pn) = 6Lt|¢n> = emn|¢n> .

Zakon zachovania energie ndm teda hovori, ze operdtory L a H maju tie isté vlastné stavy |¢,). Jediny rozdiel je
vo vlastnych hodnotach.
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To aky operator zvolit za L je postuldtom, ktory nam urcuje dynamiku. Ukazuje sa, ze spravnou je volba

1
L— —1—-H
Zh s

kde H je operator energie, ktory trochu vseobecnejsie nazyvame Hamiltonidnom systému. Ak si vSetko dame
dohromady, tak dostdvame Schrédingerovu rovnicu:

m%hﬁﬁ = Hltr).
Zopakujme si strucne, ¢o sme pouzili pri odvadzani tejto rovnice:
1. Obratitelnost vyvoja uzavretého systému.
2. Konvexnost priestoru stavov.
3. Princip superpozicie pre Cisté stavy.

4. Zachovanie energie.

5.4 Konstrukcia Hamiltonianu

Toto je vSeobecne tazké tloha a neexistuje ziaden univerzalny navod. Istym standardom je nasledovna procedura,
ktord, sa nazyva prvé kvantovanie. NapiSeme si klasicky Hamiltonian, ktory popisuje klasicky analég toho, co
ideme popisovat. Analogi¢nost je velmi diskutovatelna vlastnost, ale zhruba znamenad, ze predpokladdme rovnaké
potencidlne energie, rovnaké symetrie systému, a podobne.

Klasicky hamiltonidn je funkciou polohy ¢ a hybnosti p, t.j. h = h(q, p). Prvé kvantovanie pouZije td istd funkénii
zavislost ibaze nahradi premenné ¢ a p operatormi X a P, t.j.

qg— X X¢Y(z) = zp(z) p— P:Py(zx)= —ih%w(x) .

Tymto dostavame z klasického hamiltonidnu hamiltonian kvantovy, ktory uz je operatorom na Hilbertovom priestore
komplexnych funkcii, tzv. amplitid pravdepodobnosti vyskytu. AvSak to, ¢i tento Hamiltonidn zodpovedd realite
je potrebné otestovat v experimentoch a iba tie mozu potvrdit spravnost nasho modelu, resp. Hamiltonianu.

6 Model atébmu vodika
Typickou tlohou kvantovej fyziky je riesenie tzv. stacionarnej Schrodingerovej rovnice

t.j. ulohy na néjdenie vlastnych stavov Hamiltonidnu |¢,), ktoré sa zvykna nazyvat staciondrne stavy. RieSenie
celej Schrodingerovej rovnice je uz potom priamociare, pretoze

) = e~ 7 |yg) = Ze S ) (b 100) Zc e Bt/ g,

kde ¢, = (¢n|tho) st amplitidy pociatocného stavu [|tg) = >, cnlén). Ako vidno, rieSenie zachovava absolitnu
hodnotu amplitad |¢,| a ovplyviiuje iba vzadjomné fdzy. Energia sama urcuje, nakolko sa tieto fizy menia.

6.1 Von Neumannova rovnica a vyvoj fyzikalnych veli¢in

Schrodingerova rovnica je pravidlom, ktoré ndm hovori ako sa vyvijaji Cisté stavy. Ako si vsak tymto vyvojom
ovplyvnené zmiesané stavy, t.j. ako vyzerd o, = U;[oo]? Najprv si rozanalyzujme, ako sa vlastne matica hustoty
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meni pri unitdrnej operdcii. Vieme, ze kazdy stav sa d4 napisat ako konvexnd suma Cistych stavov o = > LT
Cisty stav sa meni na ¢isty stav

¢ = )] = ' = )| =Ulp)UT =Uly].

Priamym zovSeobecnenim a vyuzitim linearity transforméacie & dostaneme tvar unitdrnej operacie v reci transfor-
mécii na mnozine stavov S(H)
0o— o =UpU'.

Odvodme si rovnicu, ktora sa zvykne nazyvat aj riadiacou rovnicou, pretoze urcuje casovy vyvoj. Podme spocitat
¢asovi derivaciu casového vyvoja o,

% = limg;_o Qt+j{;@t = limgs_0 %{e—intQteint _ Qt}
= limdt_>0 é{gt —|—’L(Hgt — QtH)dt+dt2 - Qt}

= i[H, o] +limdt — 0(dt +...).

Vysledkom je tzv. von Neumannova rovnica, ktora popisuje Schrodingerovsky vyvoj matic hustoty

d i
ﬁ = 7[Ha Qt] ~

dt h
Pod zmenou fyzikdlnych veli¢in mame na mysli spdsob, akym sa menia operatory v ¢ase. Isty navodom je ¢asova
zmena strednych hodnét, t.j.

<A>Qt = TI‘AQt = ’I‘I‘AUt,QoU,t = T\I'U,tAUtQO = <U7tAUt>go = <At>go .
Pre zmenu operatora v ¢ase sme dostali vztah
At == U,tAQUt .

Vidime, Ze sa operatory vyvijaji spit v Case, t.j. presne opacne ako stavy. Podobne ako v pripade operatorov
hustoty riadiaca rovnica pre vyvoj fyzikalnych veli¢in je dana rovnicou

dA; i
dt - h[H’ At]7
t.j. presne opacne v Case, pretoze ak U, je rieSenim von Neumannovej rovnice, tak U_; je rieSenim hore uvedenej
rovnice pre operatory.

Zakon zachovania fyzikédlnej veli¢iny je ekvivalentny faktu, Ze operdtor komutuje s hamiltonidnom, t.j. [H, A] = 0.
Ak dosadime do tjchto rovnic napriklad polohu/hybnost a uvaZime, ze hamiltonidn je H = 51 P? + V(X) (t.j.
potencidlna energia nezavisi od polohy), tak potom dostaneme, ze [H,X] = L P a [H,P] = —%V(ag), ¢o je
definiciou operéatora sily. Rovnice pre stredné hodnoty potom vyzeraju ako zovseobecnenia klasickych rovnic pre

definiciu rychlosti & = %p a druhy Newtonov zdkon sily p = F = —a%V.

6.2 Struktdra hmoty

Prvé zmienky o tvahiach o struktire hmoty pochadzaju od starovekych Grékov, ktori rozliSovali medzi Styrmi
zédkladnymi elementami: voda, vzduch, zem a ohen. Demokritos predpokladal, ze hmota sa sklada z akychsi zaklad-
nych castic, ktoré nazval atémy a medzi atémami je prazdno. Atomy su viac uz nedelitelné c¢astice. Tymto polozil
zéklady atomizmu, ktorého sa potom chopili chemici 17. storocia a Mendelejev zavisil snazenie, ked systematizoval
a usporiadal atémy do prehladnej tabulky, na zédklade periodicky sa opakujicich chemickych vlastnosti. R6znych
atomov sa vSak zdalo byt akosi vela. Dnes ich mame asi 114. Mozno vznikli Spekulacie o tom, ¢i maji atémy
akusi vnutornu Struktiru, ktord by ndm umoznila pochopit vlastnosti jednotlivych prvkov na hlbsej tirovni. Tieto
uvahy vsak zostali iba v rovine Spekulacii az do roku 1878, kedy sa J. J. Thomson dostal dovnitra atému a objavil
elektron.
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Otézka, ¢i ma atém vnutorna struktiaru, dostala jasni a pozitivnu odpoved: dno, vyletuju z neho predsa elek-
trény, t.j. musia byt niekde vo vnutri. Zacali sa rodit predstavy o podobe atému. Jedna z nich dostala meno
pudingovy model, pretoze predpokladala, ze atéom sa skladd z elektrénov, ktoré nejako existuji v kladne nabitej
hmote, podobne ako hrozienka v pudingu. Tomuto modelu povedali nie experimenty E. Ruherforda. Ten vo svojich
experimentoch ukézal, ze kladny ndboj je v atéme koncentrovany do malého objemu, ktory je o niekolko radov
mensi ako je rozmer celého atému. Vznikla myslienka atomového kladne nabitého jadra, ktorej logickym zaverom
bol planetdrny model. V tomto modeli hrali elektrény tlohu planét obiehajicich okolo Slnka, t.j. jadra. Ulohu
gravitacnej sily zohrava sila elektrickd, ktord vyjadruje presne rovnaky typ sily. Obidve klesaji timerne Stvorcu
vzdialenosti medzi objektami na ktoré posobia. Bohuzial, tato predstava je v rozpore s tedriou elektromagnetizmu,
ktora bola v tej dobe tou najispesnejSou tedriou s mnozstvom aplikacii. Podla tejto tedrie nabité castica, ktora
sa pohybuje so zrychlenim nutne straca energiu vo forme ziarenia, t.j. ziari. Elektrén pohybujtici sa po kruznici
mé dostredivé zrychlenie, t.j. musi vyzarovat. Nebol by to velky problém, keby elektrén touto cestou stratil svoju
energiu za velmi dlhy ¢as, ale opak je pravdou. Jednoduchy vypocet ukazuje, Ze za 107! sekundy by sa mal elektrén
v atome vodika zrutit do jadra. A toto uz je problém, ktory sa neda jednoducho prehliadnut.

S ,riesenim“ pre atém vodika prisiel Niels Bohr, ktory mal dost odvahy na to, aby postuloval velmi netypické

principy:
1. Elektrény sa pohybuji po kruzniciach okolo jadra, ale nevyzaruju.
2. Nie vSetky kruznice (orbity) st povolené. Tie spravne energie si dané. .. (nie je potrebné vediet)

3. Atém vyzaruje, alebo pohlcuje svetlo iba v pripade, ak preskakuje medzi tymito orbitami, t.j. meni svoj
pohybovy stav, svoju obezna drahu.

Ako vidno, iSlo o radikdlne postulaty, ktoré nerespektovali existujicu fyziku, ba priam jej odporovali. Bolo jasné,
7e tieto postuldty nemaju velkil Sancu na tspech, napriek tomu, ze posluzili iplne presne k vysvetleniu spektra
atému vodika. Ich pouzitie, pripadne rozsirenie pre vécsie atémy nebolo jasné a ani nebolo urobené.

Kvantovanie energie atému vodika bol nielen désledok Bohrovych postulatov, ale aj experimentalny fakt, ktory
vysvetloval ¢iarové spektrum vodika, t.j. vlastnost, ze vodikovy atém reaguje iba na svetlo urcitych frekvencii.
Erwin Schrodinger zrejme postrehol, Ze podobné kvantovanie mame aj pri rieSeni vlnovych rovnic, ktoré sa daju
riesit pomocou najdenia systému vlastnych funkcii a vlastnych ¢isiel. Naviac prisiel nato, ako k podobnej rovnici
prist a napisal svoju sldvnu Schrédingerovu rovnicu. Tato rovnica je kvantovou verziou klasického planetarneho
modelu, t.j. elektronu obiehajuceho okolo kladne nabitého proténu, t.j. klasicky hamiltonian pre ¢asticu v centralne
symetrickom poli h(p,q) = % — é, kde €? je nejaka konstanta.

Kvantovy Hamiltonidn tohoto problému dostaneme, ak nahradime ¢, p prisluSnymi operatormi polohy a hyb-
nosti. Celd uloha je sféricky symetrickd preto, bude lepsie popisovat cely problém v sférickych stradniciach, t.j.
[z, y,2] = [r,0,0] = [\/2? + y? + 22, arccos(z/r), arctan(y/x)], alebo inverzné transformécie x = rsinf cos ¢,y =
rsinfsin ¢, z = r cos . v tychto siradniciach je potencidlna ¢ast energie jednoducho vyjadritelnd, pretoze V.=V (r).
Problém je s kinetickym ¢lenom, resp. s jeho tvarom vo sférickych stradniciach.

Operator Hamiltonidnu pre atém vodika je

h? 02 0? 0? e?
(57 + 37+ 50) —

Hoaik = 922 6y2 922

2m
Prepis operatorov do sférickych suradnic vyzera nasledovne

D sy OO 0000000
200 = e Yo T aras

plus pre ostatné premenné vy, z. Zdlhavym vypoctom nakoniec prideme k vysledku pre kineticki cast

1 h? 82+82+82 h? 82+28+ 1 0 ,08 L 1 0?
mn=—""—|—+t=—+=—]|=—"—|s5+ -5+ ———=[sinf—= e e
> 2m \ 0x2 = Oy? 022 om |or2 " ror | r2sng o0 O o0 r2sin? 0 g2
Tento vyraz vieme prepisat pomocou operatora celkového momentu hybnosti L

10,,0 1

1l o 50 2
2m r2 87’(r 37“) 2mT2L '

Hkin =

17



Plati, ze hamitlonidn komutuje jednak s operatorom kvadratu momentu hybnosti L? a jednak s operdtorom priemetu
momentu hybnosti do akéhokolvek smeru. Pre jednoduchost vyberme priemet do osi z, t.j. L,. Mame nasledovné
komutacné vztahy

[HvLQ]:O [HaLz]:O [Lz7L2]207

Co znamend, ze vSetky tieto operatory maju tie isté vlastné stavy, presnejSie je mozné vybrat spoloény systém
vlastnych funkcii. Samotny hamiltonidn je vysoko degenerovany, takZe operatory L. a L? ndm pomdzu pri jedno-
znacnej identifikacii vlastnych stavov. Ukazuje sa, ze tieto tri operatory tvoria tzv. iplni mnozinu komutujicich
operatorov, t.j. ur¢enim vlastnych hodnét energie, momentu hybnosti a priemetu do osi z vieme jednoznacne urcit
jediny vlastny stav, t.j. tdto trojica hodnoét uz nie je degenerovana.

Moment hybnosti je mechanicka veli¢ina definovana nasledovne L=¢FxpV kvantovej fyzike teda mame
operator

9: “oytor Yooy Yom

Velkost momentu hybnosti je definovand ako L = /L2 + L2 + L2.

Stacionarna Schrodingerova rovnica, ktord ideme riesit, ma tvar

L = —ih¥ ® nabla = —ih (y 0 .9 0 .9 0 >

2

sz + V()]e(r,0,¢) = Ep(r,0,0).

T,
[ + 2mr

Ak zoberieme do tivahy, Ze funkcia v je vlastnou funkciou operatora momentu hybnosti, t.j. plati L2y = A%I(I+ 1)1,
tak dostavame rovnicu
B2+ 1)

T,
(7 + 2mr2

+ V(T’)W(T» 97 ¢) = Ew(ﬁ 97 (b) )

v ktorej uz vystupuje iba jedind premennd r. Teraz pouZijeme ansatz! ¥(r,0,¢) = R(r)Yin (0, ¢), kde Y, st
spolo¢né vlastné funkcie operdtora L? (tento operator pdsobi na ¢ast R(r) trividlne) a aj operdtora L., t.j. L, Y}, =
hmY},,. Po takejto prave dostaneme horeuvedent rovnicu v tvare

R+ 1)

T,
[T + 2mir?

+V(r)]R(r) = ER(r).

Tato rovnica obsahuje celd informéciu o spektre energie, t.j. moznych hodnotach energie atému vodika. Riesenim
tejto rovnice st vlastné hodnoty

2
e‘m 1 1

a vlastné funkcie st indexované dvoma indexmi R,;(r), kde n = 1,2,3,... nazyvame hlavné kvantové ¢islo, a

1=0,1,...,n—1 je vedlajsie kvantové ¢islo, ktoré vypoveda o celkovom momente hybnosti. Index m = 0, 1, ..., &I

(nemylit si s hmotnostou vystupujicou v Schrédingerovej rovnici a aj vyraze pre energiu) sa nazyva magnetické
kvantové ¢islo. Preco magnetické si povieme v dalsej prednaske.
Riesenim stacionarnej Schréodingerovej je

Hvodikwnlm = nwnlma wnlm (7’7 97 (b) = Rnl (T)YEm(av ¢)7 En = —136€V/n2

Degenerécia energetickej hladiny je dand vztahom deg(E,) = n?, t.j. existuje n? dimenzionalny podpriestor stavov,
ktoré maju rovnaki energiu. LiSia sa iba hodnotami momentu hybnosti a priemetu do smeru z. Toto riesenie
poskytlo presné hodnoty moznych energii atému vodika, a teda aj spektra. Spektrum je tvorené iba frekvenciami,

pre ktoré plati
1 —13.6eV 1 1
mn = —(|Ep — Ep|) = — (= — —).
v h(| ) h (n2 m2)

Presne tieto frekvencie boli pozorované v spektre vodika.

1Wikipédia: In physics and mathematics, an ansatz is an educated guess that is verified later by its results.
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7 Spin

V minulej ¢asti sme si ukazali, ¢o v sebe obsahuje tloha vyriesit atém vodika. Uloha je to v podstate jednoduché:
zostavit Hamiltonian a néjst vlastné stavy a hodnoty. V tejto casti budeme esSte nardbat s atémom vodika a povieme
si, ¢o je to spin elektréonu. Pojem spinu nam v zavere umozni vratif sa od nekonecnorozmerného Hilbertovho
priestoru spat ku kone¢norozmernému. Tato cast bude preto este technicky narocna. Cielom nie je naucif sa
matematické detaily vypoctov, ale skor iba pochopit zdkladné idey, na ktorych je zaloZené nasSe chapanie sveta
atémov a elementarnych castic.

Zhrnme si, ¢o sme vlastne s atémom vodika urobili. Vysli sme z klasickej predstavy, ze atém vodika je v podstate
elektrén obiehajici okolo kladne nabitého jadra. V klasickom hamiltonidne takejto situdcie sme nahradili sturad-
nice a hybnosti prislusnymi operatormi polohy a hybnosti. Zistili sme, ze operator Hamiltonidnu atému vodika je
vysoko degenerovany. Mozné hodnoty energie st F,, = —13.6eV/n? (pre n = 1,2,...). Tieto &isla presne sedia
s pozorovaniami spektra atému vodika, t.j. rozdiely tychto energii presne zodpovedaju frekvencidm pohlcovanych,
alebo emitovanych foténov. Degenerovanost znamena, ze existuje viacero vlastnych stavov s tou istou energiou,
napr. E,. V skutocnosti je tychto stavov nekonecne vela, pretoZe ak mame dva vlastné stavy |¢1), |¢2), pre ktoré
H|p1) = A|o1) a H|p2) = A ¢2), tak potom aj Iubovolnd superpozicia tychto stavov |¢) = a|p1) + b|g2) je viastnym
stavom, t.j.

H|¢) = H(a|p1) + blp2)) = aH|¢1) + bH|p2) = Ma|¢p1) + b)) = Al@) .

Hovorime, ze vlastna hodnota je k-nasobne degenerovand, alebo ze k je stupen degenerdcie, ak vlastné stavy
prislichajtce tejto vlastnej hodnote tvoria k-rozmerny linearny priestor, t.j. iba k z nich je linedrne nezavislych.
V pripade atému vodika je stupein degenericie zavisly na hodnote energie E,, a plati k = n2.

Vlastné stavy v podpriestoroch prislichajucich k tej istej energii sme vybrali pomocou vlastnych hodnot opera-
torov celkového momentu hybnosti a priemetu momentu hybnosti do smeru z. Vlastné stavy preto charakterizujeme
tromi ¢islami nlm a plati

H|’L/)nlm> = En|wnlm> n = 1a27"'
L2|1/)nlm> = hQZ(l + 1)|¢nlm> I = 07 17 e, — 1
Lz|wnlm> - th}nlm> m = 0, :l:]-a T 7:|:l

Stavy |Vnim) st tzv. vinové funkcie i (1,0, ¢) = Ru(r)Yim(0¢), kde (1,0, ¢) st sférické siradnice. Je zvy-
kom vykreslovat pravdepodobnost (resp. hustotu pravdepodobnosti) vyskytu elektrénu v atéme vodika pre rozne
stavy, t.j. p = |Ynim|® = [Ru(r)|* - |[Yim (0, ©)|?. Prva cast tohoto sti¢inu ndm hovori o vzdialenosti elektrénu od
stredu, kym druhd nam hovori o uhlovom rozdeleni elektrénu. Prave toto uhlové rozdelenie sa zvykne vykreslovat.
V pripade ak m = 0, tak |Y} ,—0|? je sféricky symetrické, t.j. elektrén sa vyskytuje vo vetkych uhloch s rovnakou
pravdepodobnostou. V inych pripadoch vsak uz vyskyt elektronu vykazuje istii smerovost. Podrobnejsiu diskusiu,
resp. obrazky pre rozne stavy este pridam.

7.1 Castica v elektromagnetickom poli

Na strednej skole sme sa ucili, Ze na nabiti Casticu pdsobi Lorentzova sila
FLorentz == C](E + U X B) B

kde E a B popisuju intenzity elektrického a magnetického pola. Hamiltonova funkcia (hamiltonidn) h = h(7, p)
Castice je zvolend takym spdsobom, aby ststava rovnic (tzv. Hamiltonove rovnice)

&F _OhEE) AP Oh(77)

dt op dt oF
bola ekvivalentnd Newtonovej rovnici

a2
m@ = FLorentz .

V Kklasickej fyzike sa ukazuje, Zze namiesto vektorov E, B je vyhodnejsie pracovat s tzv. elektromagnetickymi po-

tencidlmi A, U, pre ktoré platf E = —VU — &I/@t aB=VxA kde V= (%, a%’ %). V redi tychto potencidlov
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vieme napisat aj hamiltonian v tvare
1 e

h=o—(F— —AM)’ +eU(7)

2m c

kde e je ndboj elektrénu a c je rychlost svetla vo vdkuu. Po prekvantovani, t.j. /YW(W)] = ff(f’)w(F) a ﬁ[w(F)] =
fihﬁw(r*), dostaneme operator zodpovedajuci kvantovému Hamitlonidnu pre nabitd casticu v elektromagnetickom
poli

n* =, ihe = - ihe

H=-——V?’-_—V.A-—A4. A?
2m v 2mc v 2mc v 2m02 +U(r).
7.2 Atém vodika v konstantnom magnetickom poli
V atéme vodika je elektrické pole budené kladne nabitym jadrom a tvoriace potencidl U = U (r) = —k/r?. Uvazujme

naviac magnetické pole nasmerované v smere osi z, t.j. B = (0,0, B). Takejto volbe zodpoved4 elektromagneticky
potencial A = (f%By, %Bx, 0). Dosadme takéto polia do Hamitlonidnu a dostaneme

R ihe 0 0 €2 ihe 0 1o}
H=_—— 2773 . 2 2 _ "B .
2mv 2mc <x8y 036) T Bme (@"+y")+U(r) = Ho 2mc <x8y 833) T3

(z*+y7)

kde sme oznacili ako Hy Hamiltonidn atému vodika, ktory sme mali, ak sme nemali zapnuté vonkajsie magnetické
pole. Posledny ¢len v tomto Hamiltonidne zanedbame, pretoze uvazujeme iba malé magnetické polia a tento ¢len
je velmi maly oproti ostatnym. Striktne vzaté to nie je vobec késer, ¢o sa tyka vlastnych stavov. Nas vSak budu
zaujimat iba vlastné energie, t.j. kladieme otazku: ako sa zmeni energia atému vodika, ak ho vlozime do magnetic-
kého pola? A pri takejto forme otdzky je toto pribliienie velmi dobré. V predposlednom ¢lene rozozname operator

priemetu momentu hybnosti do osi 2, t.j. L, = —il(z5. —y 61) Ak uvazime obidva tieto fakty, tak mozeme napisat
eB
H=Hy+ —L,
2mec

Vypoéitat vlastné hodnoty energie takéhoto Hamiltonidnu vSak nie je zlozité, pretoze vieme, ze [Hy, L.] = 0.
Aplikovanim celého Hamiltonidnu na vlastny stav |1,,) dostaneme

B Bﬁ
H|’(/}nlm> = H0|’(/}nlm> + QeiucLz|¢nlm> = (En c m)|’(/}nlm>

kde sme pouzili vlastnosti operdtorov Hy, L, a hmotnost sme si oznacili ako u = m, pretoze pismenko m je
obsadené magnetickym kvantovym ¢islom. Zistili sme, ze vlastné hodnoty energie okrem od hlavného kvantového
Cisla n zavisia uz aj od velkosti priemetu momentu hybnosti do smeru daného magnetickym polom, t.j. FE,., =
—13.6eV/n? + (eB/2uc)m

Tento vysledok znamena, ze spektrum vodika v magnetickom poli je vo vSeobecnosti iné ako spektrum vodika bez
magnetického pola. Tento efekt je zndmy ako Zeemanov jav. Pozorujeme, zZe namiesto jednej energetickej hladiny,
je zrazu energetickych hladin viac. Pre n = 1 mame stale iba jednu hladinu, ale napriklad uz pre n = 2 mame
az tri hladiny namiesto jednej. Degenerovanost atému vodika v magnetickom poli je teda ovela mensia. Odborne
hovorime o tzv. Stiepeni energetickych hladin, v tomto pripade v désledku existencie vonkajsicho magnetického
pola.

7.3 Spin

Experimenty s magnetickymi poliami vSak ukdzali aj trochu iné Stiepenie a pozoroval sa tzv. anomélny Zeemanov
jav. Pozorovalo sa Stiepenie aj energetickej hladiny pre n = 1. Presnejsie, pozorovalo sa, ze kazda jedna hladina sa
»Symetricky“ rozpadla na dve dalsie. Pri anomédlnom Zeemanovom jave méme energie

13.6eV  ehB
—F +

E=-—2

(m=+1)

n 2uc

Akym sposobom vysvetlit tento fakt?
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Vieme, ze vlastné stavy |1, ) st navzdjom ortogondlne a naviac tvoria uplnt bézu celého Hilbertovho priestoru
(Lebegovsky integrovatelnych) funkcii, t.j. kazdy stav sa dd vyjadrit ako superpozicia stavov [ty ). Pri Stiepeni
nam vSak vznikaji dve nové hladiny pre kazdu jednu poévodnii. Stavy zodpovedajice tymto hladindm vsak musia
byt (a aj si1) navzdjom ortogondlne. My ale uz v nasom Hilbertovom priestore nemdme miesto pre nové ortogonélne
stavy. Musime preto Hilbertov priestor atému vodika (elektrénu) rozsirit. Anomdlny Zeemanov jav ndm hovort,
7e pocet stavov sa zdvojnasobuje, kedze kazdéd z hladin sa Stiepi na dve nové. Formalne si takyto novy priestor
zapiSeme ako H = Ho & Ho = Ho ® C?, kde Hy oznacuje povodny Hilbertov priestor.

V dalsej casti si povieme, ako spravne popisovat zlozeny kvantovy systém, t.j. napriklad systém zlozeny z dvoch
castic. Teraz si iba povieme, zZe tym spravnym pravidlom je tenzorovy sic¢in povodnych Hilbertovych priestorov,
t.j. ak mdme dva systémy s Ha a Hp, tak vysledny systém je popisany objektami (stavy, merania, dynamika)
vybudovanymi na priestore H = Ha ® Hp. Na ziklade tejto analdgie vidime, ze elektrén akoby obsahoval este
akysi dvojrozmerny podsystém popisany Hilbertovym priestorom C2. A tento vnttorny rozmer sa nazyva spinom.
Nie je to ni¢ vynimocné a kazda castica méa akysi spin. Jediny rozdiel je v dimenzii, t.j. pre rozne castice je dimenzia
vnttorného Hilbertovho priestoru rézna. Spin cCastice je jednou z jej zakladnych charakteristik podobne ako naboj,
alebo hmotnost.

To, Ze spin uzko suvisi s momentom hybnosti ndm naznacuje aj samotny anomalny Zeemanov jav, kedZe tento
efekt Stiepenia hladin sivisi s momentom hybnosti ako takym. Z tohoto pohladu je spin ¢astice akymsi vnutornym,
resp. vlastnym momentom hybnosti. Niekedy sa zvykne interpretovat ako akési rotdcia samotnej Castice, akoby
okolo vlastnej osi. Takato predstava nie je tiplne zl4, ale fyzikdlne ma mnoho nedostatkov. Akakolvek snaha chéapat
spin castice ako mechanicki vlastnost, resp. ako kvantovy analdég nejakej klasickej vlastnosti, vedie ku viacerym
otdzkam. Spin je skutocne ¢isto kvantovou vlastnostou Castice a nepodobd sa na ni¢, s ¢im by sme sa stretli
v klasickej fyzike.

Ak4 je velkost spinu, t.j. vlastného momentu hybnosti? To, ¢o je zaujimavé je, ze spin akejkolvek castice je bud
polociselny, alebo celoc¢iselny nasobok Planckovej konstanty. Pozrime sa aka je jeho velkost pre elektron. Operator
spinu je linedrnym operatorom na dvojrozmernom Hilbertovom priestore, t.j. ide o maticu 2 x 2.

Velkost spinu elektréonu bola uréend na zaklade niekolkych experimentov a plati, Ze priemet spinu do Tubovolnej
osi je £h/2. Nepojdeme do detailov jednotlivych experimentov, ale prijmeme tento tidaj ako fakt. Podobne sme
prijali aj vedomost o naboji elektrénu, alebo jeho hmotnosti. Stvislost momentu hybnosti a spinu znamend, ze
pre operatory spinu by mali platif podobné vztahy ako pre moment hybnosti. Vysledky anoméalneho Zeemanovho
efektu, ktoré sme tu popisali totiZzto nezavisia od smeru magnetického pola. Akykolvek smer zvolime, Stiepenie je
vzdy také isté. Spin sa v tomto sprava presne tak isto ako ,normélny* moment hybnosti. Operatory momentu
hybnosti st plne ur¢ené svojimi komutacnymi vztahmi, t.j.

LoL,—LyL, = ihL,
LyL.—L.L, = —ihL, & L Ly] = iheiji Ly
L,L,—L.L, = ihL,

kde €, je tiplne antisymetricky tenzor, t.j. nulovy ak aspon dva indexy majui rovnaké hodnoty, a inak €123 = €231 =
€312 = 1, €913 = €391 = €132 = —1. Tato analdgia ndm nielen pomoéze najst operatory spinu, ale aj jeho velkost.
Nasim cielom je najst také 2 x 2 matice, ktoré splnaji horeuvedené komutacné vztahy. Vieme, ze operator

priemetu spinu do lubovolnej osi S; méa vlastné hodnoty fw, t.j. plati Sjg» = w?I. Zvolme ako bazu Hilbertovho
priestoru vlastné stavy operatora S, t.j.

w 0

S, = .
0 —w

Pocitajme komutator S, a IubovoIného z operatorov S, S, zapisaného vo vSeobecnom tvare vyuzijic S; = SJT a
TI‘Sj =0

w 0 a b a b w 0 B wa wb wa —wb B 0 2wb
0 —w b* —a b* —a 0 —w B —wb*  wa wb* wa B —2wb* 0

Posledna rovnost nam hovori, ze

0 2wb 0 b
1hS; = w =9, = 2£
—2wb* 0 th \ —p* 0



a podobne aj S,. Kedze m4 platit S? = w?I, tak dostaneme

qw? [ o2 0
S2 = = w?]
W( 0 [b?

kde poslednd rovnost plati vtedy a len vtedy, ak 4w?|b|?/h? = w?, t.j. |b| = h/2. Mdzeme teda napisat

0 el 0 et
S, = —iw , S, = —iw ) .

Teraz spocitajme komutétor [S;, Sy] = iiS,

.S, — S, S, = 2iw? ( sin(a =) 0 5 ) :ihw< (1) 0 > = ihS.

0 —sin(a —

Aby platila posledna rovnost, tak nutne w = h/2 a a — 3 = 7/2. Standardnd volba operatorov spinu je

Sw=< 0 h/2> Sy:< 0 —ih/2> Sz:<h/2 0 )
h/2 0 ‘ ihj2 0 0 —h/2

Spinové operatory vieme zapisat pomocou tzv. Pauliho matic o,,0y,0, pomocou vztahu S; = %O’j for j =z, y, 2.
Celkovy cisty stav elektrénu teda vieme popisat ako sicin

|%:<wAa>7
Y- (F)

¢o je najvseobecnejsim objektom celého Hilbertovho priestoru, t.j. v podstate ide o dve vlnové funkcie zodpovedajice
dvom réznym komponentdm spinu. Vratme sa spiat k atému vodika. Hamiltonian atému vodika v konstantnom
magnetickom poli v smere osi z aj so spinom vyzera nasledovne

B Bh Hy 0 B L.+h 0
H:<H0+6LZ)I+60Z: 0 + &2 + .
2uc 2uc 0 Hy 2pc 0 L.—h

Vlastné stavy st potom indexované stvoricou indexov n,l,m,s, kde s = :I:% st hodnoty spinu, konkrétne

- wnlm(F) = 0
[Unim,s=+1/2) = ( 0 ) a [Vnim,s=—1/2) = < Grim (7) )

—13.6eV  eB
En ms — T _o e 2s).
! 2 + e (m + 2s)

S energiami

7.4 Stern-Gerlachov experiment

Tento experiment meria spin castic tak, ze zistuje ako sa vychyluji v nehomogénnom magneticnom poli. . .

7.5 Kvantova fyzika spinu — kvantovy bit

V istom zmysle je spin elektronu uplne nezavislym kvantovym objektom a vieme k nemu individualne pristupo-
vat. Ak nachvilu zabudneme na priestorové vlastnosti elektrénu, tak moézeme elektrén brat iba ako dvojrozmerny
priestor, ktory zodpoveda jeho spinu. Dvojrozmerny Hilbertov priestor popisuje ten najmensi mozny kvantovy
objekt.
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Stavy takéhoto systému st matice hustoty, t.j. 2 X 2 matice, ktoré si pozitivne a maji jednotkovt stopu. Pre
vSeobecni maticu A s vlastné hodnoty dané vztahom

1
Ar = i(TYA + /[TrA]? — 4detA).
Pre stavy teda dostavame podmienku

1
0§Ai=§[1i 1 — 4detg] <1,

t.j. 0 <1 —4detp <1, alebo
0<detp<1/4.

Q:< 1(1+2) F(z—iy) )

sle+iy) 3(1-2)

tak dostdvame podmienku 0 < z2 + 32 + 22 < 1 a stav vieme zapisat pomocou Pauliho matic nasledovne

Ak napiSeme stav v tvare

t.j. stavy tvoria gulu s jednotkovym polomerom. Tato gula sa zvykne nazyvat Blochova sféra. NajvSeobecnejsi ¢isty
stav je dany podmienkou Tre? = 1. Trochu si pocviéime a zistime si, ktoré stavy (body Blochovej sféry) st €isté.
Vyuzijeme velmi uzitoénu identitu
00 = 5]kI + iEjklO'l .
Pocitajme
1 1 1
1="Tro? = ZTr[(I—I—F- NI +7-0) = K(Trl—&-Tr(F- ) (7)) = 1(1 + |73 Tr I,
co je splnené¢ iba ak |72 = 1, t.j. norma Blochovho vektora 7 je jednotkovd. Vysledkom teda je, Ze ¢isté stavy ndm
uplne zapliiaji hranicu (povrch) Blochovej sféry.

8 EPR paradox

Kvantova fyzika, ktord sme si doteraz popisovali bola kvantova fyzika jedného systému, resp. jedinej Castice. Ako
vsak vyzerd priestor stavov, merani a dynamika systému zlozeného z viacerych castic? Prindsa tento popis nieco
nové, alebo ide iba o v istom zmysle trividlny popis zloZzenych systémov pomocou popisovania jednotlivych pod-
systémov? V tejto Casti sa pre jednoduchost pozrieme na systémy dva a aby sme to mali eSte jednoduchsie, tak
pri pocitani budeme predpokladat, Ze systémy st iba dvojrozmerné, t.j. mame akoby dva spiny 1/2, alebo dva
polarizované fotony.

8.1 Tenzorovy sucin

Zakladom konstrukcie kvantového popisu je pre nas Hilbertov priestor. Ak systému priradime jeho Hilbertov pries-
tor, tak pozndme viacmenej vSetko. Hamiltonidn ndm potom este pomoze vyspecifikovat konkrétny casovy vyvoj.
Otazka teda znie, ze ak mame dva systémy popisané Hilbertovymi priestormi H4 a Hp, tak ako skonstruovat
ich spolo¢ny Hilbertov priestor Hap? Akondhle budeme mat tento priestor, tak kvantova fyzika ndm hovori ako
vyzeraju stavy (matice hustoty), ako vyzeraji merania (hermitovské operdtory) a aj akd je dynamika (unitdrne
operéatory).

Sktusme zodpovedat otazku, aka je dimenzia Hilbertovho priestoru Hap, t.j. dap = dAimH 4. Oznacme dy =
dimH4 a dg = dimH . Nech |e,) st vektory ortonormdlnej bézy priestoru Ha a |f,) st vektory ortonormélne;
bazy Hp. Dva ortogondlne stavy fyzikdlne zodpovedaji tomu, Ze tieto stavy vieme odliSif jedinym meranim.
Celd ortonormdlna béaza vlastne definuje meranie, ktoré perfektne odliSuje medzi tymito stavmi, t.j. pomocou
jediného merania viem povedat, ktory zo stavov bazy mam. Povedzme, Ze tieto bazy su definované meraniami
My =), aleqa){eq| a Mp = > a|fa)(fal- Ak teda vykondvame tieto merania na dvoch systémoch, tak spolu
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mame dg X dp roznych vysledkov, ktoré musia zodpovedat takému istému poctu ortogondlnych stavov. Zistili sme
teda, ze prinajmensom dap > dadp. V pripade, ze dup = dadp, tak potom bazové stavy nového Hilbertovho
priestoru si dvojice |eq, fu)-

Ukazuje sa, ze konzistentnym spésobom sa da na zavedenie Hilbertovho priestoru H 4p pouzit operécia tenzo-
rového sucinu Hilbertovych priestorov, Hap = Ha ® Hp. V tomto pripade dap = dadp. Okrem Specifikovania
rozmeru je este potrebné nadefinovat ako v takejto konstrukcii vyzerd skalarny sacin. Definuje sa prirodzene po-
mocou existujicich skalarnych sic¢inov na podsystémoch H4 a Hp, t.j.

(ha, oY, d) = (Yalts)(PBldE)

Vseobecny Cisty stav je z definicie prvkom Hilbertovho priestoru H4p a da sa vyjadrit v baze nasledovne

|\IIAB> = ana‘6a> & |fa> .

a,x

Budeme pouzivat znacenie |14, dp) = [Ya) @ |d5) = |[¢¥)|d) = |1¢). Tenzorovy sicin by nemalo byt nieco nové,
ale ak ano, tak detaily sa daju pozrief v lubovolnej knizke z kvantovej mechaniky, pripadne na webe. To, ¢o
je podstatné sme si povedali. Dostali sme sa k odpovedi na otédzku: ako popisujeme zlozeny systém? Odpoved:
pouzivame konstrukciu tenzorového stucéinu z povodnych Hilbertovych priestorov. V dalSom sa pozrieme, ¢o vsetko
v takomto novom priestore mézeme najst. Zameriame sa vylucéne na stavy zlozeného systému. Merania, ako aj
dynamika zlozeného systému je predmetom pokrocilejsieho kurzu kvantovej tedrie.

8.2 Stavy zlozeného systému

Stavy si definované ako matice hustoty €2, t.j. pozitivne operatory () na priestore Hap s jednotkovou stopou
(TrQ = 3_, J(eafal@leqfa) = 1). Zameriame sa iba na €isté stavy a ich vlastnosti. Zdkladnou je otdzka, ¢i kazdy
Cisty stav je tenzorovym sucinom Cistych stavov, alebo nie. Inymi slovami plati vzdy, ze |Qap) = |a) ® |¢5)?
Vseobecne vieme (vdaka principu superpozicie) napisat ¢isty tvar dvoch spinov v tvare

2ap) = x/00) +y|01) + 2]10) + ¢[11),

kde sme bazové stavy Ha, Hp oznadili |0),]1). VSeobecné Cisté stavy jednotlivych spinov si |1h4) = al|0) + b|1) a
|oB) = «|0) 4+ 5|1). Porovnanim stavu |¢) ® |¢) a |2 dostaneme stistavu rovnic

T = ax y=af z = ba q=>5bp.

Vieme pre lubovolné z,y, z, q vzdy vybrat nejaké a, b, o, 87 Skisme pripad, ked z,y, z st nenulové a ¢ = 0. Z toho
vidime, ze alebo b = 0, alebo § = 0. V takomto pripade vsSak nutne a y, alebo z je nulové. To znamena, Ze
horeuvedend ststava nemd rieSenie vzdy. Stav |Q4p5), ktory ma prave tri nenulové koeficienty nevieme napisat ako
tenzorovy sucin dvoch Cistych stavov |¢4),|ép). Existuji teda stavy, pre ktoré |Qap) # |a) ® |op). Aké maji
takéto stavy vlastnosti, resp. akej fyzikalnej situdcii zodpovedaju, ¢o za fyziku popisuju? Ako méame takymto stavom
vobec rozumiet? Mohlo by sa kludne stat, ze takéto stavy sa jednoducho zakézu, pretoze sa v prirode nevyskytuju.
Sme v situécii, ze napriek tomu, ze vieme o tom, Zze mame dve Castice, tak nevieme hovorit o tychto ¢asticiach
jednotlivo, pretoze pozname iba celkovy stav. Preto je namieste otdzka, ¢i vébec vieme hovorit o jednej z Castic bez
toho, aby sme vedeli nieco o existencii tej druhej castice. Preto je namieste otdzka: vieme hovorit o stave kazdého
spinu oddelene? Ak nie, tak ako potom dalej? Ak dno, tak akymi matematickymi objektami sa popisujui tieto stavy,
resp. aké maju vlastnosti a ako sa s nimi nardba?

Nastastie nejde o ziadnu krizu a nie je treba hladat zdévodnenia, preco takéto stavy neexistuji, t.j. preco by mal
byt princip superpozicie pre stavy dvoch fyzikalnych systémov akosi obmedzeny. Ako sami uvidime, tak odpoved
je naopak jednou z velmi stastnych ndhod. Stastna preto, lebo neprinasa ziadnu novinku do matematického popisu
kvantovej fyziky. Pozrime sa ako by sa dali popisat vlastnosti jednotlivych podsystémov, t.j. ako urcit ich stavy.
Okrem priestoru stavov nam tenzorovy stc¢in umoznuje pracovat aj so samozdruzenymi operdtormi na Hilbertovom
priestore H4 ® Hp. Kedze mame dva systémy, tak v principe mame k dispozicii az tri typy meracich pristrojov
(fyzikdlnych veli¢in): merania na systéme A, merania na systéme B a spoloné merania na oboch systémoch.
Merania vylucéne iba na systéme A maju tvar M = M4 ® Ig, kde M 4 popisuje meraci pristroj na systéme A. Téato
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vlastnost je zrejma jednak z interpretacie vlastnych hodnét operatora ako hodnét, ktoré v experimente pozorujeme,
a jednak zo strednych hodnét, t.j. pre |Qap) = [4) ® |¢p) plati

<M>QAB = <MA>'¢’A <I >¢'B = <MA>¢A . (5)

Ako priklad sme pouzili stav, v ktorom je zrejmé, ¢o tieto typy merani znamenaji. Ucene hovorime o lokalnych,
alebo globédlnych meraniach, t.j. takych, ktoré nevieme napisat ako M4 ® Ip. Globalne merania nam pomahaji
zistit globalne vlastnosti stavu celého systému.

Zratajme stredntt hodnotu merania M vo vSeobecnom ¢istom stave [Q245), t.j.

(M)a,, = (UM Ip|Q) =Tr[Q(Ma® Ip)] (6)
= > G RIQMa @ I)lj k) = (al | D _(kplQ(Ma @ IB)kB>‘| |ja)
ik J &

- Z<jA| Dolknl 3 S <n|®r>B<s|><MA®IB>|kB>] i)

m,n,r,s

- Z Zﬂmnm (3lm) (k|r) (n|Ma|j)(s|k)

m,n,r,s j,k

= DG DD Qunrsbrkdialm)(n] | Malj)

7 k,m,n,r,s

= D G D] Qnrklm)(n]| Malj) = Trafwh ]

7 k,m,n

(7)

kde sme definovali operdtor w = 32, . Qi kk|m)(n| posobiaci iba na podsystéme A. Tento operdtor vieme ziskat
zo stavu |Q4p) pomocou tzv. opericie Ciastocnej stopy, t.j. w = TrpQap = >, (k|Qap|k), ktorej vysledkom
je operédtor na systéme A. Uvedeny vypocet ukazuje, Ze samotny operator w nijako nezavisi od vyberu merania
na podsystéme A. Naviac samotné w nam umoznuje urc¢it stredni hodnotu, ako aj pravdepodobnostni distribticiu
vysledkov Tubovolného lokalneho merania na systéme A. Pravdepodobnost vysledku k je uréend pomocou operdtora
F, ® I ako Tr[QapFy ® I| = TrawFj. Tito rovnost dokdzeme tplne presne rovnakym vypoctom ako v pripade
strednej hodnoty pre operator merania M = M4 ® I. Tymto operitor w = TrpQap spliia zdkladné a vlastne jediné
kritérium na to, aby sme ho mohli povazovat za stav podsystému.

Konceptudlne operator w popisuje tplne nova typ stavu, t.j. nejde ani o stav Cisty, ani o stav, ktory vznikol
zmiesavanim. Pozrime sa teda, Co je w za operdator, resp. aké ma vlastnosti. Zatial sme predpokladali, ze stav
celého systému €24p je Cistym stavom, t.j. pre komponenty plati Qpn rs = a),,.0ns. V skutocnosti vsak celkovy
stav moze byt zmiesany a vSetko ¢o sme zatial povedali plati. Sta¢i si uvedomit, ze zmlesany stav je vzdy stctom
stavov Cistych a operacia ¢iastocnej stopy je konvexne linedrnou operédciou. VySetrime vlastnosti operatora w za
predpokladu, ze Q45 je Cisty, a potom uvidime, ¢i zmiesané stavy davaju kvalitativne odlisny vysledok, alebo nie.
Po vykonanf ¢iastocnej stopy, dostdvame, ze w =3  a;,.anr|m)(n|. Z tohoto zapisu je hned vidno, Ze operdtor
je hermitovsky, t.j. wimnpn = wy,,. Pre [¢) =3 ay]j) dostdvame (Ylw|y) =3 | oy an,,.anran. Ak nadefinujeme
komplexny vektor ¥'s koeficientami v, = > @y, tak (Pp|wlt)) = -7 > 0. Této nerovnost plati pre Iubovolné |¢),
t.j. operdtor w je pozitivny. Priamym vypoctom overime posledni vlastnost Traw = TraTrgQap = TrQap = 1. Ak
si to zhrnieme, tak operator w je pozitivny operdtor s jednotkovou stopou, t.j. ide o operator, ktory sme pouzivali
na popis vSeobecného stavu aj doteraz. Taky isty zaver plati aj v pripade, ak je celkovy stav {2 4p zmiesany, pretoze
Trp 3o g = 3, e TrsQp = 3, Prerc

Otézkou este zostava, ¢i lubovolni maticu hustoty w moézeme chapat ako stav podsystému pre vhodne zvoleny
celkovy stav Q4p5. Ukazuje sa, Ze tento stav vzdy existuje a naviac vzdy existuje aj Cisty stav |Q2ap), pre ktory
Trp|Qap){(Qap| = w. Stav |Qap) nazyvame purifikdciou stavu w. VSeobecnii maticu hustoty vieme jednoznaéne
vyjadrit v bdze jej vlastnych vektorov nasledovne w = 3. A;|$;){(¢;|. Zvolme Iubovolnd bazu [xx) systému Hp

s dimenziou d = dim[span{|¢;)}]. Potom stav [Qap) = >, \/Ajl¢;) ® [x;) je purifikiciou stavu podsystému w, t.j.
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w = Trp|Qap){(Qag|- Z tejto konstrukcie vidno, Ze purifikdcia nie je jednoznacénd, pretoze mozeme bazu systému
‘Hp zvolit tiplne Tubovolne.

Ponaucenie: matice hustoty popisuji dve konceptudlne odlisné, ale fyzikalne neodlisitelné situdcie: ¢) zmiesavanie
stavov, i) redukovany stav podsystému, tzv. elementdrna zmes.

8.3 Princip nerozlisitelnosti ¢astic

Elementarne castice (elektrény, protény, neutrina, atd.) si navzdjom identické, t.j. maji tiplne rovnaké charakteris-
tiky ako pokojova hmotnost, elektricky naboj a iné. Vobec ni¢im sa neliSia. V klasickej fyzike v istom priblizeni tiez
mdzeme hovorit o identickych objektoch (auté tej istej znacky, zavazia tej istej hmotnosti, ...). Napriek zdanlivej
podobnosti tychto situdcii, v pripade Castic a pripade klasickych identickych objektov si diametrdlne odlisné. A ta
odlisnost je dalsim nezavislym principom kvantovej fyziky s ndzvom princip nerozliSitelnosti.

Tento princip je nezavislym, ale predsa len sa istd pric¢ina takéhoto principu dé vidiet uz pomocou znamych
pravidiel kvantového sveta. Klasickym objektom vieme priradit ich identitu, t.j. vieme ich v istom ¢asovom okamihu
pomenovat a potom v [ubovolnom inom case ich vieme znova identifikovat pomocou priradenych mien, na zaklade
ich minulosti. Vieme, Ze ak mame dve dplne rovnaké autd (jedno pévodne idice z mesta A do mesta B a druhé
naopak), a nenastane pripad, Ze by sme principidlne nevedeli povedat, ktoré auto prislo, do ktorého mesta. Vzdy
sa to da na zdklade ich minulosti vystopovat. Pre dva rovnaké kvantové objekty to vSak uz také zrejmé nie je.
Ako uz niekolkokrat, problémom je opét neexistencia pojmu trajektorie kvantovej castice. Klasickd trajektoria je
informéciou, ktord ndm umoznuje povod aut vystopovat. Trajektoria potrebuje presné zadanie polohy a hybnosti
sucasne, avSak princip neurcitosti nam hovori, ze kvantovy stav s takymito vlastnostami neexistuje.

Teraz si predstavme, aky je dosledok tohoto faktu pre dva identické kvantové objekty. Pri merani vlastnosti
jediného systému nevieme, na ktorom sme meranie uskutocnili. Nevieme napriklad povedaft, ¢i ide o c¢asticu, ktort
sme zmerali aj predtym, alebo nie. Podobne aj Hamiltonian systému musi byt taky, ze nevnima identitu jednotli-
vych castic. K matematickému vyjadreniu principu nerozliSitelnosti ndm sluzi tzv. operator zadmeny castic P, ktory
posobi nasledovne P|Qag) = |Qpa). Dvojitd zdmena stav nement, t.j. P2 = I, a teda P m4 dve vlastné hodnoty, a
sice £1. Vlastné stavy si dvojakého druhu, alebo zodpovedaju symetrickym, alebo antisymetrickym stavom (voéi
zdmene). Uvedené dva fakty pre merania a dynamiku vieme pomocou operatora zapisat ako nasledovné podmienky
[P,M] =0 a [P, H] = 0, t.j. merania, podobne ako aj hamiltonidn komutuji s operdtorom zdmeny. Znamens to,
Ze meranie merajice vlastnost jedného objektu ma tvar M = %[MA ® I +1® My). Merania typu M = My ® 1
su zakazané, pretoze v sebe obsahuju znalost o identite cCastice, na ktorej sa meranie uskutociuje. Vyvoj, ktory
komutuje s operatorom zameny nemeni vlastni hodnotu operatora zameny, t.j. operator zameny je integralom
pohybu, resp. je zachovavajiicou sa veli¢inou. Preto symetrické stavy zostdvaju symetrickymi a podobne antisymet-
rické. Symetrickost, resp. antisymetrickost, je dolezitou charakteristikou elementarnych c¢astic. PremieSanie tychto
vlastnosti samozrejme nie je mozné, pretoze dynamika plne respektuje operator zdmeny.

Zéaver je taky, ze systém zlozeny z dvoch identickych castic nie je iba jednoduchym tenzorovym stucinom Hil-
bertovych priestorov popisujicich jednotlivé castice, t.j. Hap # H ® H. Castice st popisané bud symetrickou
castou Hilbertovho priestoru, alebo antisymetrickou ¢astou. Konkrétny vyber sivisi so spinom castice. Spin, ako
sme si povedali, je akymsi vnatornym stupriom volnosti (priestorom) kazdej ¢astice. Vnitorny rozmer moze tvo-
rit Tubovolne rozmerny Hilbertov priestor. Castice s parnorozmernymi Hilbertovymi priestormi spinu st popisané
antisymetrickymi stavmi. Castice s neparnou dimenziou symetrickymi stavmi. Vo fyzike méa operator spinu bud
celociselné, alebo poloéiselné hodnoty. Vzdy je vSak rozdiel medzi tymito hodnotami spinu rovnaky, t.j. celo¢iselné
hodnoty st vzdy 0,+1, 2, ..., naproti tomu poloc¢iselné spiny maji hodnoty j:%, :i:%, :I:%, .... Roznym hodnotam
prislichaji navzdjom ortogonalne stavy, t.j. dimenzia pre celociselny spin je neparnorozmernd a pre polociselny
spin je parnorozmerné. Castice s celoGiselnym spinom nazyvame bozény (fotény, gluény, mezény, W bozény, atd.)
a Castice s poloéiselnym spinom nazyvame fermiény (elektrény, protény, neutrény, quarky, neutrina, atd.).

Dosledkom antisymetrickosti je vliastnost zndma ako Pauliho vylucovaci princip. Antisymetria totizto znamen4,
ze fermiony nemdzu byt stcasne v tom istom cistom stave. Takyto stav je totiz nutne symetricky. Princip neroz-
lisitelnosti mé& aj mnoho inych doélezitych a zaujimavych dosledkov, ktoré vSak patria do pokrocilejsich kurzov a
z pohladu kvantovej tedrie informécie nemaja velky vyznam. Ak popisujeme stavy pomocou matic hustoty, tak sa
nam rozdiel medzi symetrickym a antisymetrickym trochu straca a plati, Ze matica hustoty je vzidy symetricka.
K urcovaniu symetrickosti stavu €2 nam slizi strednd hodnota operatora zameny, t.j. Tr P{2. Princip nerozlisitelnosti
v podstate znamena, ze nema velky zmysel jednotliva Castica, ale skor hovorime o jednocasticovych, dvojcasticovych,
atd. vlastnostiach castic.
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Ako priklad symetrického Hilbertovho priestoru si uvedme hypoteticky priklad dvoch ¢astic, ktoré maja iba dva
ortogondlne stavy. Hilbertov priestor H ® H je teda Stvorrozmerny. Symetrické stavy sa tvorené bazou |00), |11) a
%(|01>+|10>), t.j. dimHsym = 3. Antisymetricky podpriestor je preto trividlny, t.j. jednorozmerny a reprezentovany
stavom %(|01> —]10)). Ide samozrejme o fikciu, pretoze ak celkovy priestor Castice je iba dvojrozmerny, tak ide
o fermiény, t.j. mali by byt popisané antisymetrickym stavom, ktory je vsak tplne trividlny a predstavuje fyziku
nemenného objektu, ktory nie je az tak zaujimavy. Nastastie podobne ako ma kazdé cCastica spin, tak kazda ma aj
priestorové stupne volnosti, ktoré samy osebe tvoria nekoneéne rozmerny Hilbertov priestor. Pri aplikovani principu
nerozliSitelnosti treba brat do tivahy celkovy Hilbertov priestor ¢astice a symetrizovat, resp. antisymetrizovat v celom
priestore. Preto napriklad spinové stupne volnosti dvoch fermiénov mézu byt v Tubovolnom stave z Hilbertovho
priestoru Hs ® Hs (dimH, = 2), ¢ uz symetrickom, antisymetrickom, alebo aj bez moZnosti uréenia symetrickosti.
Celkova antisymetrizdcia je potom zabezpecena priestorovymi zlozkami popisu celkového stavu, t.j. vinova funkcia
Y(71,T2) je antisymetrickd pri zdmene ™ <> 75.

8.4 Einstein-Podolsky-Rosen paradox

EPR paradox je myslienkovy experiment, v ktorom trojica autorov uvadza pripad, ktory podla nich znamend, ze
kvantova fyzika nie je Uplnd, t.j. nie je ,vnutorne“ konzistentni. Nekonzistentnost kvantovej tedrie je zalozena
pridanim dvoch predpokladov (lokdlnost a redlnost), ktoré by podla autorov mali byt splnené akoukolvek fyzikdal-
nou tedriou. Nejde teda v skutocnosti o vniatornti nekonzistentnost kvantovej teédrie, ale o nekonzistentnost tedrie
s vlastnostami lokalnosti a redlnosti. EPR paradox predstavuje velmi pouc¢né cvicenie, ktoré testuje nase chapanie
kvantového sveta. Odhaluje jednu z dolezitych vlastnosti kvantovej fyziky, ktort dnes oznacujeme menom kvantové
previazanie. Tento pojem zaviedol nikto iny ako Erwin Schrédinger, ale skuto¢ne prenikol do povedomia odbornej
verejnosti az vdaka kvantovej teérii informacie.

Lokélnost. Ziadna lokélna opericia (meranie, interakcia, dynamika) neovplyviiuje okamzite fyzikdlne charakte-
ristiky druhého systému, t.j. ziadne ,tajomné* ovplyviovanie systému na dialku nie je mozné.

Realnost. Ak vieme s urc¢itostou predpovedat konkrétny vysledok experimentu, tak existuje tzv. element reality,
ktory zodpoveda tomuto vysledku eSte pred meranim. Inymi slovami, ak viem s urcitostou predpovedat
vysledok, tak castica sa musi nachadzat vo vlastnom stave prislichajicom tejto vlastnej hodnote.

Podme k samotnému paradoxu. Majme dva spiny v tzv. EPR stave |[¢)) = %(\ 1tadB)—| $ats)). Obidva spiny si
priestorovo velmi vzdialené, napr. niekolko svetelnych rokov. Predstavme si, ze uskutocnujeme merania na spine A.
Podla projekéného postulatu prichddza aktom merania k tzv. kolapsu stavu, t.j. stav sa skokovo zmeni. Ak meriame
spin v smere osi z a nameriame, Ze spinu A smeruje nahor, tak automaticky vieme, Ze celkovy stav je | Talg), a
teda vieme povedat ako dopadne meranie spinu v smere osi z na mieste B. Dostaneme presne opacny vysledok,
t.j. spin smerujuci dolu. Taka istéa perfektna antikorelacia plati nech si smery volime akokolvek, t.j. v obidvoch
miestach meriame v smere x, y, alebo hocijakom inom smere. Inymi slovami, ak nameriame, ze spin A je 77 v smere
7, tak spin B je | v tom istom smere 7, t.j. je v stave | |#) 5. Naopak, ak je spin A smerom dolu v nejakom smere,
tak spin B smeruje nahor v tom istom smere. Toto ndm hovori kvantova teoria.

Teraz aplikujme podmienku redlnosti. Po merani v smere osi z na systéme A pozname s urcitostou stav systému
B, resp. vieme presne ako dopadne meranie v smere z na systéme B. Preto ndm podmienka redlnosti diktuje,
Ze nutne existuje element reality este pred meranim na systéme B. Naviac, kedze plati aj podmienka lokalnosti,
tak tento element reality existoval este aj pred meranim na systéme A. Toto meranie nijakym sposobom nemoze
ovplyvnit vlastnosti systému B. Zatial nemame Ziaden rozpor medzi kvantovou teériou a oboma podmienkami. Aj
ked z pohladu kvantovej fyziky nevieme spomenuté tvrdenia potvrdit, tak nie st v rozpore s kvantovou tedriou.
Problém nastéva, ak si uvedomime, Ze si mozeme zvolit tiplne Iubovolné meranie na systéme A, t.j. meranie v fubo-
volnom smere, napr. v smere osi x. Pri takejto volbe prideme pomocou tych istych argumentov k zaveru, ze nutne
existuje element reality aj pre meranie v tomto smere. Dostavame teda, Ze pre spin B existuji dva elementy reality:
vysledok pre meranie v smere z a vysledok pre meranie v smere x. Takéto nieco je vsak v kvantovej teédrii nepri-
pustné, pretoze to narisa princip neurcitosti, ktory nam hovori, Ze spin méze mat presne uré¢end hodnotu nanajvys
v jednom smere, resp. ze neexistuje taky stav, ktory by mal presne urcené hodnoty v dvoch smeroch. Dokonca
mozeme vo volbe smeru pokracovat dalej, ¢im prideme k tomu, zZe spin B by mal mat elementy reality vo vSetkych
smeroch. Tu narazame, podobne ako Einstein, Podolsky a Rosen na paradox, ktory je obsahom nekonzistentnosti
kvantovej tedrie z podmienkami lokalnosti a realnosti.
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Einstein od podiatku citil neisttt p6du pod nohami kvoli ndhodnosti vyskytujicej sa v kvantovej fyzike (vraj
o tom sved¢i jeho vyrok: ,Boh nehrd kocky“). EPR paradox mu umoznil dat velmi silny argument podporujici
vnutorny rozpor tedrie. Veril, ze musi existovat tedria, ktora by podivné spravanie kvantovych systémov vysvetlila
v duchu podmienok redlnosti a lokdlnosti, t.j. vedela by predpovedat konkrétne vysledky a nie iba pravdepodob-
nosti. Vznikla myslienka tzv. tedrie so skrytymi parametrami, ktorych neznalost je mozno principidlna, ale ich
pripadna znalost by nam presne vedela predpovedat jednotlivé vysledky. Pozorovand nahodnost kvantovej fyziky je
iba doésledkom toho, ze nevieme skryté premenné kontrolovat a stavy, ktoré pripravujeme vykazuji pravdepodob-
nostnu distribticiu na skrytych parametroch, podobne ako v klasickej Statistickej fyzike, kde ,skryté parametre*
st polohy a hybnosti vSetkych castic. EPR paradox ukdazal fyzikom jednak nedostatky, ale jednak skryté moznosti
kvantovych systémov. Existencia, resp. neexistencia stdle zostdvala otvorenou otazkou. Poznamenajme, ze aj pri-
padna potencionalna existencia tedrie s lokalnymi skrytymi parametrami neznamend zanik kvantovej tedrie ako ju
pozname, pretoze tato tedria ponika ramec, ktory pri popise experimentélnej reality velmi dobre funguje a do-
kézeme pomocou neho predpovedat meratelné vysledky, aj ked iba vo forme pravdepodobnosti. Skryté parametre
totizto mozno principidlne spoznat nemdzeme, a preto nam tato tedria nedava lepsie moznosti predpovedi, ako st
tie pravdepodobnostné.

Konecné riesenie bolo najdené bezmala 30 rokov po publikovani EPR paradoxu poprvykrat v New York Times.
Tento fakt sved¢i o tom, ze Einstein sa stal legendou uz pocas jeho zivota. O rieseni problému existencie tedrie
s lokalnymi skrytymi parametrami si povieme na dalsej prednaske.

9 Bellove nerovnosti a kvantové previazanie

Zacnime schematickym zhrnutim toho, ¢o sme diskutovali na minulej prednaske:
e Popis viacerych castic <+ Tenzorovy sicin
Dosledok: redukovany stav podsystému = matica hustoty. Tento fakt zarucuje, Zze meranie na systéme B

nemeni stav systému A. Vdaka tomu nie je mozné ani skokovi zmenu stavu popisant projekénym postuldtom
vyuzit k okamzitému prenosu informacie.

e Princip nerozlisitelnosti <» Fermiény a bozény.

e EPR paradox: lokalnost + realnost je v spore s kvantovou teériou

Kvantova tedria je netiplna tedria.

e Teoria so skrytymi parametrami = deterministické predpovede vysledkov merani, ziadne vztahy neurcitosti

Pozorovana nahodnost je iba désledkom netplnej vedomosti o skrytych parametroch A. Stav popisujeme ako
pravdepodobnostni distribticiu p(A).

9.1 Bellove nerovnosti

Elegantny test na overenie existencie teérie skrytych premennych ponikol John Bell v 60-tych rokoch 20. storocia,
ktory nasiel pomerne jednoduchy vztah, ktory musi byt splneny akoukolvek teériou so skrytymi parametrami.

V hre, ktord John Bell rozohral, vystupuju dvaja hraci, kazdy s dvoma meraniami, kazdé s dvoma roéznymi
vysledkami, ktoré si oznac¢ime ako 1. Trochu konkrétnejsSie mame merania A, A’, B, B’ s dvojhodnotovymi vysled-
kami oznac¢enymi ako a,a’,b,b’ = +1. Skryty parameter A\ urcuje vysledok kazdého z tychto merani, t.j. a,a’,b, V'
funkcionélne zavisia od A. Vzdy vsak plati identita

(a+a )b+ (a—a )b =+2. (8)

Experiment vyzera tak, ze sa vygeneruju dva systémy, z ktorych jeden sa posle na miesto A a druhy na miesto
B. V tychto miestach si kazdy z experimentatorov zvol{ jedno z merani (A4, A’ pre experimentdtora v mieste A a
B, B’ pre experimentdtora v mieste B) a zapiSe si namerany vysledok, t.j. +1 alebo —1. Kazdy z nich si vytvori
tabulku nameranych hodné6t spolu s prislusnom volbou merania. Ked sa stretni, tak spolo¢ne vyhodnotia svoje
dédta s tym, ze uréia stredné hodnoty merani pre vSetky kombindcie, t.j. (A ® B), (A ® B’), (A’ ® B), (A’ ® B'),

kde (X ®Y) = N)l(y Zj.vley z;y;j, Nxv je celkovy pocet volby merania XY, a x;,y; = 1 st konkrétne namerané

28



vysledky v jtom merani. Ak si oznaé¢ime Nxvy (z,y) celkovy pocet vysledkov z,y (x,y = £1) pri nastaveni X,Y
(X e {A A"} Y € {B,B’}), tak pomer Nxy(x,y)/Nxy predstavuje pravdepodobnost pxy (z,y) namerat dvojicu
x,y pri volbe merani X, Y. Strednd hodnotu potom vieme napisat nasledovne

(XeY)= Y zypxv(z,y) =pxy(1,1) +pxy(=1,-1) = pxy (1, -1) = pxy(-1,1). 9)
r==+1,y==+1

Pravdepodobnosti pxy (x,y) st uré¢ené pomocou distribiicie skrytych parametrov (), t.j.
Stredntt hodnotu vieme zapisat pomocou distribicie skrytych parametrov m(\)

(XoY)=>3 nNz(\yM), (10)
A

kde funkcie (), y(A\) vyjadruja deterministické predpovede vysledkov za predpokladu, Ze vieme hodnotu A. Nade-
finujme pravdepodobnosti px (z, A), ktoré vyjadruji pravdepodobnost toho, Ze hodnota skrytého parametra je A a
my nameriame vysledok z. Kedze zavislost 2:()\) je deterministickd, tak p(x, A) = 0 vzdy okrem pripadu z(\) = z.
Pomocou takto nadefinovanej distribticie vieme napisat

(XoY)= Y ayr(Np(z, Npy, N, (11)
r,y=+1 A

tJ. pxy (2,y) = 25 7(A)p(z, A)p(y, A).
Uz mame vsetko potrebné, aby sme vedeli napisat Bellove nerovnosti. Pocitajme

(B)] (A@B)+ (A @B)+(A®B') —(A'® B|

= Z m(\) Z abpy(a)px(b) + Z a’bpx(a’)px(b) + Z ab’px(a)pr(V/ Z a't'py(a’)pr(b)

A a,b a/,b (l,b/ a’ b/

= D7) Do pal@)pala)papa®)l(a+a")b+ (a —a')b'
A

a,a’,b,b’

Eﬂ

N Y pal@pa(@)pa®)pat)l(a +a')b + (a— )|

A a,a’,b,b’
< 2 7)) D pal@pa(@)pa()pa(d)
A a,a’,b,b’
< 2. (12)

Pri odvodeni sme pouzili fakt, ze p(a,a’,b,b") =3, w(A)pa(a)pr(a’)pr(b)px (V') je spoloénou pravdepodobnostnou
distribiiciou hovoriacou o pravdepodobnosti toho, Ze pri meran{ nameriame vysledky a,a’,b,V'. Plati, Ze pap(a,b) =
Za,7b, pla,a’,b,b") =3, m(A)pa(a)pa(b) a podobne aj pre ostatné pravdepodobnosti pxy (z,y).

Bellova nerovnost je jednoduchou nerovnostou pre stredné hodnoty merani na oboch systémoch. Tieto stredné
hodnoty (X ® Y) vyjadruji v tomto pripade aj velkost korelacii medzi meraniami X a Y. Presnd funkcia na
meranie tzv. linedrnej koreldcie medzi dvoma ndhodnymi premennymi X,V je C(X,Y) = (X ®Y) — (X)(Y). My
predpokladdme, Ze pre nasSe distribicie plati (X) = (Y') = 0. Vdaka tomu sa Bellove nerovnosti interpretuji ako
vztahy medzi korelaciami, a teda Bellove nerovnosti istym spésobom meraju korelacie. Zo statistického pohladu
(podla miia) je tdto interpretdcia nespravna. Bellove nerovnosti v ziadnom zmysle nemeraji koreldcie. Vyjadruju
isti velmi Statisticka zavislost medzi velicinami, ktord sa neda vyjadrit pomocou skrytych parametrov.

Pravdepodobnosti, ktoré sa vyskytuju v klasickom svete maju tt vlastnost, ze Bellove nerovnosti si vzdy
splnené, pretoze lokalnost a redlnost si v silade s klasickou fyzikou. Ako je to vSak v kvantovom svete, ktory ako
sme si povedali, je v rozpore s tymito dvoma pravidlami? St Bellove nerovnosti skutoéne narusené? Ak éno, tak
potom sen o deterministickosti sveta, t.j. potencidlnej existencii skrytych parametrov, nie je platny.

9.2 Kvantova fyzika: narusenie Bellovych nerovnosti

V kvantovej teérii Bellove nerovnosti vzdy neplatia. Existuju také stavy systému dvoch castic, pre ktoré si Bellove
nerovnosti narusené. Okrem tohoto teoretického zdveru nam Bellove nerovnosti pontukaju aj priamy test ako tuto
predpoved experimentalne overit.
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Zacnime tzv. faktorizovanymi stavmi dvoch systémov, t.j. Qap = 04 ® 0p. V takomto pripade nie st medzi
systémami vobec ziadne koreldcie, t.j. (A ® B)ogop = (Tradpa)(TrpBog) = (A)p,(B)os- Vdaka tomu vidno, ze
plati

|<B>QA®Qb| = |(<A>QA + <AI>QA)<B>QB + (<A>QA - <A/>QA)<B/>QB‘
< max{[(B)gsls (B s} [(A)gs + <A/>9A +(A)os — <A/>QA|
< 20 (A)ul max{[(B) ey [(B')enl}
< 2

)

kde sme vyuzili fakt, Ze merania si dvojhodnotové (a,a’,b,b" = £1) a [(A),.| < 1, {A)oa] < 1, [(B)osl < 1,
[{B")o5| < 1. Tieto stavy teda Bellove nerovnosti nenarusaji. Podobna nerovnost plati aj pre zmesi takychto
stavov, t.j. pre stavy typu Qap =3, p; 0’y ® 0%, pretoze plati

[(B)aasl = IZpy o ®0,
ij QA®Q
2ij:2.
J

Nie vietky kvantové stavy sa vSak daji takymto sposobom zapisat. Cisté stavy st z definicie také, ktoré sa nedaji
napfsat ako konvexnd kombindcia, t.j. [¢)(¢| # >_;pjo; pre Ziadne stavy g; nerovnajice sa [¢)(¢[. Preto ak
|Qap) # |a) ®|éB), tak na zdklade horeuvedenych vypoctov nevieme povedat, ¢i Bellove nerovnosti platia, alebo
nie. Zoberme si teda stav |[¥,) = %(|01> — [10)), ktory sme pouzili pri vysvetlovan{ EPR paradoxu, t.j. ktory
vieme, ze odporuje podmienkam lokalnosti a redlnosti. Nartusa aj Bellove nerovnosti, alebo nie? Mal by, pretoze
Bellove nerovnosti st platné, ak existuju skryté premenné, ktoré viak vzdy spliiaji lokdlny realizmus.

Meracie zariadenia pouzivané v Bellovych nerovnostiach, t.j. s dvoma navzdjom opa¢nymi hodnotami %1 su typu
A =ad-dpre|d| =1 (podobne pre A’, B, B’ <+ @', b,b'), t.j. A = a.(|0)(0]|—|1)(1])+ (az —iay)|0) (1] + (az+ia,)[1)(0].
Pri vypoctoch sa ndm budi hodit nasledovné vztahy

IN

IN

OAJ0) = a  (1A|L) = —a,  (0|A|1) = ag —ia, (1]AJ0) = ay + ia, - (13)

Teraz mdzeme spocitat stredni hodnotu

(A®B)y,| = (V1[A®B|Vy)
1
= 5 [(01]A ® B|01) + (10|A ® B|10) + (01|A ® B|10) + (10|A ® B|01)]
1
= 35 [—azb, —ab, — (ag — iay)(by + iby) — (ag + iay)(by — iby)]
1
= 5[ 2a.b, — 2a,by — 2a,b,]

= —d-b= — COS Pab
kde @qp je uhol medzi jednotkovymi vektormi a a b. Pomocou tejto rovnosti dostdvame pre Bellovu nerovnost

|(B)w, | = | = cos pap — COS Parp — COS Pup + COS Pary| -

\%c
=

Vyberme $tyri vektory tak, aby @up = @arp = e = @ a teda @y = 3. Ak zvolime ¢ = 45°, t.j. cosp =

cos3p = —i tak dostavame

t.j. explicitne vidime, ze Bellova nerovnost nie je splnena.
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Jedinou tlohou je teraz experimentialne verifikovat toto narusenie, t.j. potrebujeme dokazat, ze takéto stavy
skutocne existuji. Bolo urobenych uz mnoho testov Bellovyh nerovnosti a vSeobecne sa povazuje narusenie Bello-
vych nerovnosti za experimentalne overené. Napriek tomu stdle existuji pochybnosti, ktoré je potrebné odstranit.
V podstate st problémy dva:

1. problém vylacenia kauzality, t.j. overovat nerovnosti pre systémy dostatocne vzdialené, aby sa dala vylacit
akykolvek (v podstate magicky) sposob komunikacie svetelnou rychlostou. V praxi to znamens, Ze experimenty
A, A" a B, B’ sa uskuto¢niuju v priestorupodobnych oblastiach ¢asopriestoru.

2. problém perfektnych detektorov, t.j. kazdy detektor (meraci pristroj) nepracuje idedlne a nemé 100% tspes-
nost. K vyrieseniu prvého problému je idedlne pouzit fotény, ktoré sa Iahko rozdistribuuji na velké vzdiale-
nosti, avsak nase sucasné detektory maji velmi slabti ispesnost na trovni iba niekolkych percent. Naopak,
v pripade ak pouzivame objekty, ktoré vieme detekovat prakticky perfektne (napriklad iény, atémy), tak
s tymito mame problém ich rozdistribuovat na vécsie vzdialenosti bez toho, aby si zachovali pozadované
vlastnosti, t.j. zostali v pévodnom ¢istom stave. Narusenie Bellovych nerovnosti sa pozoruje, stale vsak nie je
vylic¢end moznost zatial nezndmeho pdsobenia na dialku Konecné potvrdenie je preto este stdle otdzkou.

Pomocou skrytych parametrov rozdelujeme mnozinu kvantovych stavov na dve podmnoziny:

Separabilné stavy. Stav je separabilny, ak pre neho existuje tedria so skrytymi parametrami, ¢o znamen4, ze ho
vieme zapisat ako konvexni kombindciu faktorizovanych stavov, t.j. Qap = > i Dj g;‘ ® gf.

Previazané stavy. Previazané stavy su vsetky tie, ktoré nie si separabilné, t.j. nevieme ich napisat ako Statisticku
zmes faktorizovanych stavov.

Teodria kvantového previazania je dnes dost sirokou oblastou a my v ziadnom pripade nemame priestor na
dostatoc¢ni diskusiu tejto problematiky. Dolezité je poznamenat, zZe existuje vela réznych Bellovych nerovnosti.
Nenarusenie Bellovych nerovnosti znamena platnost lokalneho realizmu, ale neznamené pre dany stav automaticky
existenciu modelu so skrytymi parametrami. Platia nasledovné tvrdenia

’naruéenie niektorej z Bellovych nerovnosti = stav je previazany‘

’stav je separabilny = Bellove nerovnosti st splnené‘

’stav je previazany # Bellove nerovnosti st naruéené‘

’ separabilita stavu < existencia modelu s lokdlnym skrytymi parametrami ‘

Zékladnym problémom teérie kvantového previazania je identifikcia, resp. detekcia kvantového previazania,
jednak experimentélne, ale aj teoreticky, t.j. urc¢it na papieri, ¢i stav je separabilny, alebo nie. Ide o velmi zlozity
problém. Na detekciu sa daju pouzit tzv. svedkovia previazania, t.j. operatory W, pre ktoré plati

o je separabilny = TroW < 0. (16)

Plati, ze stav p je previazany ak aspon pre jeden takyto operator je jeho strednd hodnota pozitivna, t.j. TroW > 0.
Bellove nerovnosti st v podstate Specidlnymi pripadmi svedkov previazania. B je operator, ktory spifla TroB <0
pre vsetky separabilné stavy o. Dolezitym poznatkom je, Ze neexistuje ziadny univerzalny svedok previazania W,
ktory by nam mohol posluzif na detekciu tplne vsetkych previazanych stavov. Preto je snaha najst nejaka funkciu
(mieru kvantového previazania), ktord by ndm mohla poslizit k detekcii. Problém kvantifikovania previazania je
vSak mimo tychto prednasok.

10 Zaklady kvantovej tedrie informacie

Kvantova tedria informécie je dnes dost obsiahlou oblastou. My sa zameriame na niektoré zakladné vysledky, ktoré
boli v tejto oblasti dosiahnuté a ktoré poukazuju na rozdiely medzi teériou informécie pouzivajicou klasické bity
a kvantové bity. K pojmu kvantovy bit sa hned dostaneme, ale najprv sa pokusime vytvorit si obraz o tom, ¢o to
vlastne je kvantova informécia. Asi prvou otdzkou je, ¢ to, o ¢om tu teraz ideme hovorit, nazvat Teéria kvantovej

31



informdcie, alebo skor Kvantovd tedria informdcie. Ja som skor za ten druhy nazov, v ktorom sa nevyskytuje
priamo slovné spojenie kvantova informécia. Malo by ist o rozsirenie tedrie informacie, a nie samotného pojmu
informécie ako takého. Kvantova informécia nie je ziadnym novym konceptom informaécie, skor iba vyjadruje istd
velmi Specifickl formu/reprezentdciu informécie. Napriek vyhraddm voéi terminu  kvantova informécia“ tento
vyraz budeme pouzivat, ale vysvetlime, ¢o presne myslime a ¢o sa pod tym aj zvycajne mysli. Kvantova informacia
je synonymom pojmu kvantovy stav, ktory reprezentuje nasu maximalnu informéciu, ktort o kvantovom systéme
mozeme mat. Narabanie s kvantovou informdciou je potom ni¢ iné ako manipulécia kvantového stavu. Este raz:

kvantova informéacia = kvantovy stav

10.1 Kvantovy bit

Zakladnym stavebnym kamenom kvantovej teérie informaécie je jeden kvantovy bit. Opéat nejde o rozsirenie abstrakt-
ného pojmu jeden bit informécie. Budeme rozlisovat nasledovné pojmy: bit informécie, klasicky bit a kvantovy bit.
Posledné dva bity su fyzikalne objekty, resp. systémy, ktoré mézu byt pouzité na prenos, resp. uchovanie maximal-
neho jedného bitu informécie. Toto je defini¢nd vlastnost obidvoch objektov, ktoré predstavuji tie najjednoduchsie
fyzikalne objekty v prislusnej teorii.

Najjednoduchsi kvantovy objekt je popisany dvojrozmernym Hilbertovym priestorom, t.j. napr. spin, alebo
polarizacia. O kvantovej fyzike jedného spinu sme si uz ¢o-to povedali. Z matematického pohladu nie je medzi
spinom, polarizaciou, alebo Tubovolnym inym dvojrozmernym systémom ziaden rozdiel. Hovorili sme si, ze stavy
spinu tvoria tzv. Blochovu sféru, t.j. stavy sa daji jednoznac¢ne identifikovat s trojrozmernymi vektormi s velkostou
mensou ako 1, t.j. o + 7, |7#] < 1. Stavy klasického bitu sit pravdepodobnostné distribicie dvoch hodnét: nuly a
jednotky, t.j. tieto stavy tvoria tsecku, ktord v Blochovej sfére spaja severny a juzny pol.

10.2 Operacia NOT

10.3 Kvantové klonovanie

10.4 Kvantova teleportacia

10.5 Kvantové superhusté kédovanie

10.6 Vernamova Sifra, teleportacia a husté kédovanie

TO BE CONTINUED ...
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